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Vorrede. 

über die Ornndlagen nnd Ziele der Banmlehre. 

Unsere Erkenntnis unterscheidet vier Anschauungsformen: 
den Raum; die Fläche, die Linie^ den Punkt. 

Als Quelle derselben erscheinen die sinnlichen Wahrnehmungen, 
mit welchen sie sich fortschreitend entwickeln und welche sie nach 
Inhalt und Umfang bestimmen. 

Das erste, was der Mensch begreifen lernt, ist der Gegensatz 
des festen (undurchdringlichen) Körpers zum freien (durchdringlichen) 
Räume. — Von Anbeginn des Lebens befindet sich der menschliche 
Körper in ununterbrochener gleichzeitiger Fühlung sowohl mit andern 
festen Körpern als mit dem freien Aufsenraume. Die dadurch an 
verschiedenen Flächen erzeugten verschiedenen Druck- bzw. Wärme- 
empfindungen und deren bei jeder körperlichen Bewegung erfolgende, 
örtliche Verlegung mufs jene Distinktion hervorrufen und zunächst 
die Ausdehnung des eigenen Körpers bestimmen lehren. Mit steigender 
Gebrauchsißhigkeit der Gliedmafsen und Sinnesorgane bei steter gegen- 
seitiger Ergänzung und Kontrolle erweitert sich dieser Ansatz zu der 
Vorstellung des Raumes. Wir erfahren, dafs der eigene und jeder 
andere feste Körper sich unverändert im Räume bewegt, und ge- 
wöhnen uns, sie als quantitative Teile eines und desselben alle um- 
fassenden Ganzen anzusehen. 

Die Raumvorstellung haftet ursprünglich noch an dem Körper 
und seiner wahrnehmbaren Umgebung, hat also den Charakter der 
Endlichkeit. Erst die Abstraktion befireit sie von diesen Schranken. 

Die sinnliche Wahrnehmung erkennt und bestimmt den Körper 
durch seine Begrenzung. Sie konstatiert drei Abstufungen derselben, 
welche ihren verschiedenen Organen an verschiedenen Charakteren 
kenntlich werden. 

Der Gefühlssinn im Allgemeinen empfindet den Widerstand eines 

festen Körpers an einer Fläche als Druck, an einer Kante als Schärfe, 

an einer Ecke als Stich. 

a* 



IV Vorrede. 

Dem ausgebildeten Gefühl, dem Tastsinn der Hand oder des 
Fulses, dienen neben diesen drei Empfindungsformen zum Zweck der 
Grenzbestimmung eines Körpers die durch den Eontakt mit letzterem 
gegebenen Bedingungen der eigenen Beweglichkeit. Dabei ist es von 
wesentlicher Bedeutung, in welchem Abhängigkeitsverhältnis von dem 
übrigen Körper das prüfende Organ aufgefafst wird. 

Die Spitze des sich in seinen Gelenken bewegenden Fingers wird 
bei gleichzeitiger Ruhe der Hand in ihrer Bewegungsfreiheit durch 
den Eindruck der Fläche garnicht, durch denjenigen der Kante teil- 
weise, nämlich in einer Richtung, durch den der Ecke vollkommen 
gebunden. Empfindung und Bewegung erfahren beim Passieren der 
gemeinsamen Grenze zweier Flächen wie zweier Kanten accute und 
charakteristische Störungen. 

Im Gegensatz hierzu findet die nur den Funktionen ihres Gelenkes 
überlassene Hand bei unveränderter Fühlung mit dem Körper in der 
Fläche eine jede Bewegung hemmende Stütze, während sie durch die 
Kante die Fähigkeit einer einaxigen Rotation, durch die Ecke die 
Freiheit jeder beliebigen Gelenkbewegung erhält. 

Wird sie aber als Endglied des Armes vorwiegend durch diesen 
dirigiert, so sind für die Unterscheidungen der drei Grenzformen 
wieder die vorherigen Merkmale mafsgebend. 

Der Fernsinn des Auges stützt seine Kritik des Körpers ebenfalls 
auf zwei Momente, die Lichtempfindung und die Beweglichkeit des 
Augapfels. Der mitten auf einer Fläche haftende Blick kann sich 
nach jeder beliebigen Richtung wenden, ohne vorerst den Eindruck 
der die Fläche kennzeichnenden Farbe zu verlieren. Dieses Verhältnis 
bleibt bestehen, bis er zu den Grenzen der Fläche gelangt. Hier 
wird seine freie Beweglichkeit durch die Wahrnehmung beschränkt, 
dafs er unmittelbar sowohl auf die ursprüngliche als auf eine zweite 
Fläche sich richten kann. Die Erhaltung dieses Eindruckes bindet 
die Einstellung des Augapfels an den Lauf der beide Flächen schei- 
denden Linie und schreibt ihm eine in jedem Zeitpunkt bestimmte 
Bewegung vor. Dieselbe wird erst dadurch gehemmt, dafs der Blick 
zu einer Stelle gelangt, von der aus er unmittelbar in wenigstens 
drei Flächen eintreten kann. Die Wahrung dieses Eindruckes setzt 
aller Bewegung ein Ziel, sie festigt den Blick an einen Punkt^ bindet 
ihn an eine Richtung. 

Die hier in allgemeinen Zügen geschilderten sich auf die Kritik 
der Sinne gründenden Abstraktionsvorgänge werden wesentlich dadurch 
unterstützt^ dafs die Natur unzählige Körper aufweist, welche infolge 
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des relativen Zurücktretens einer, zweier oder aller drei Ausdehnungen 
die Operationen der beobachtenden Organe einseitig beeinflussen. 
So erweckt das Blatt eines Baumes mehr den Eindruck einer Fläche, 
ein Halm, ein Haar mehr den einer Linie, ein Tropfen, ein Sandkorn 
mehr den eines Punktes. In gröberer Form bieten schon die ver- 
schiedenen willkürlichen Gestaltungen unserer Hand diese Wahrneh- 
mungen dar. Bei der geballten Faust überwiegt die Vorstellung des 
Korpers, bei der flachen Hand diejenige einer durch eine Linie be- 
grenzten Fläche, beim ausgestreckten Finger die einer in einem Punkt 
endenden Linie. Für das beobachtende Auge wird mit wachsender 
Distanz des Objektes der ungleichmäfsige Eindruck seiner verschie- 
denen Ausdehnungen noch verschärft. 

Die Erfahrung läfst zugleich mit den vier Grundvorstellungen 
auch deren fundamentale Beziehungen zu einander erkennen. 

Der Raum umfafst alle Flächen; zwei Flächen bestimmen ein 
und dieselbe Linie; drei Flächen, oder eine Fläche und eine Linie, 
oder zwei Linien fixieren einen Punkt. Umgekehrt bewegt sich der 
Punkt auf einer Linie, eine Linie auf einer Fläche, eine Fläche im 
Räume. 

Die Punkte des Raumes liegen zu zwei Seiten einer Fläche, die 
Punkte einer Fläche zu zwei Seiten einer Linie ^ die Punkte einer 
Linie zu zwei Seiten eines Punktes. 

Die vier Vorstellungen gruppieren sich ihrem Wesen nach in 
zwei scharf gesonderte Paare: 

den Raum und den Punkt, die Fläche und die Linie. 

Der Raum repräsentiert die weiteste, jede andere enthaltende 
und von jeder ausgeschlossene, — der Punkt die engste, jede andere 
ausschliefsende und in jeder enthaltene Vorstellung. Die äufsersten 
Grenzen der Anschauung bestimmend, erweisen sie sich von ihrer 
jeweiligen Erzeugungsweise unabhängig als unveränderliche absolute 
Anschauungseinheiten. 

Im Gegensatz hierzu zeigen die zwischen beiden vermittelnden 
Allgemeinvorstellungen der Fläche und der Linie von Fall zu Fall 
wechselnde Eindrücke. Es tritt als Kennzeichen des einzelnen Ge- 
bildes seine Gestalt hervor. 

Die Natur entfaltet in ihren Schöpfungen einen aufserordentlichen 
Reichtum an Formen sowohl von Flächen wie von Linien. Dieselben 
lassen nicht nur im einzelnen Unterschiede und Ähnlichkeiten unver- 
mittelt hervortreten, sondern auch im Ganzen eine Einteilung in 
zwei prinzipiell verschiedene Kategorieen erkennen. Es erscheinen 
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uns nämlich die einen — vorwiegend anorganische Gebilde — als 
zufällig^ unbestimmt^ ein deutliches Erinnerungsbild nicht hinter- 
lassend; die anderen — vornehmlich organischen Ursprungs — als 
zweckmäfsig, beabsichtigt, der Anschauung sich klar einprägend. Die 
verschiedenen Typen dieser zeigen weiter ungleiche Grade der An- 
schaulichkeit; Vertreter desselben Typus endlich gröfsere oder geringere 
Formvollendung. 

Eine Analyse der Kritik, welche die Anschauung bei der gestalte 
liehen Aufnahme eines Körpers ausübt, ergiebt als ersten Akt die 
Unterscheidung sämtlicher die Allgemeinvorstellung der Fläche stören- 
den Besonderheiten seiner Begrenzung, also die Bestimmung ihrer 
etwaigen Kanten und Ecken, wie deren gegenseitiger Beziehungen» 
Es wird mit Bezug auf jede Kante konstatiert, ob sie für sich einen 
geschlossenen Zug bildet oder in zwei Ecken ausläuft, in Hinsicht 
auf jede Ecke, ob und welche Kanten in ihr zusammenstofsen, sowie 
in welchem der beiden durch eine geschlossene Linie berandeten Stücke 
der Oberfläche sie gelegen ist. 

Die Distinktionsföhigkeit der Anschauung bleibt indessen bei 
der Fixierung und Beschreibung dieser Diskontinuitäten nicht stehen. 
Auch da, wo eine übergrofse Anzahl solcher die vollständige Bestim- 
mung undurchführbar macht, oder wo Unstetigkeiten überhaupt nicht 
vorhanden, entdeckt sie gewisse die Gestalt des Gebildes im allge- 
meinen charakterisierende Eigentümlichkeiten. Die notwendigen und 
hinreichenden Mittel hierfür findet sie in den der Erfahrung entlehn- 
ten Grundformen beider Gattungs Vorstellungen: 
der ebenen Fläche und der geraden Linie. 

Die Abstraktionen der Ebene und der Geraden haben gleich - 
mäfsig ihren Ursprung in den Gesichts- und den Gefühls Wahrnehmungen 
bestimmter konkreter Formen, welche uns die Natur überall und 
unaufhörlich als dem Ganzen das Gepräge gebend vorführt 

Das Auge empföngt den Eindruck der Ebene ununterbrochen 
im Anblick der allgemein ebenen Erdoberfläche, aus der alle Gestalten 
herauswachsen und gegen die sie sich abheben, in höherem Mafse 
durch die scheinbar vollkommene Ebenheit einer Wasser- oder Eis- 
fläche; es sieht das Bild einer Geraden bereits in Halmen von Gräsern, 
Stengeln von Blumen^ Stämmen von Bäumen, wie in unserer eigenen 
aufrechten Haltung, ausgeprägter in den Furchen des Wassers, den 
Fäden des Regens, den Strahlen der Sonne. 

Dem Gefühl dient die Sicherheit, Stetigkeit und Leichtigkeit 
unserer Fortbewegung als Kennzeichen eines normalen oder ebenen, 
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jede Störung hierin als Merkmal eines anormalen oder unebenen 
Bodens; ihm ist das durch einen einzigen konstanten Willensakt 
veranlafste einfache oder träge Vorwärtsschreiten alleiniges Kriterium 
eines geraden, jede Störung der Trägheit durch einen neuen Impuls 
die Begleitserscheinung eines ungeraden Weges. 

Die Spur, welche wir ein festes Ziel im Auge auf dem Erd- 
boden zurücklassen, giebt das konkrete Bild der idealen Geraden, die 
unser Auge mit dem Ziele verbindet. 

Diese allgegenwärtige graduell verschiedene konkrete Vertretung 
der beiden Vorstellungen und ihre unausgesetzte Einwirkung auf 
unsere Sinne verleiht ihnen eine solche Präzision und universelle 
Geltung, dafs wir sie als uns angeborene Anschauungsformen zu be- 
trachten geneigt sind. 

Aber nicht nur die Grundgebilde selbst, auch ihre Gesetze lesen 
wir unmittelbar den Erscheinungen ab. 

Der Bau der Organismen entwickelt sich unter dem steten gleich- 
mäfsigen Einflufs der Schwere. Ihre aufrechte oder vertikale Stel- 
lung zur Erdebene und die horizontale Symmetrie ihrer Teile sind 
notwendige Eonsequenzen. Wir lernen an unserem eigenen Körper 
wie an anderen, dafs tiberall die gerade zur Erde normale Haltung 
die Bedingung des Gleichgewichtes ist, und sehen in dem Neben- 
einander solcher zur unveränderten Erdebene gleicher Richtungen 
das erste Beispiel des Parallelismus. Wir beobachten in jedem Stand- 
ort in der abweichenden Richtung unseres aufrechten Körpers zu 
dem gerade vor uns liegenden Wege oder der entsprechenden des 
Beines zum Fufse den rechten Winkel und gelangen durch die Fähig- 
keit infolge eigener Umdrehung von demselben Orte aus verschiedene 
gerade Wege einzuschlagen, zum Allgemeinbegrifif des Richtungs- 
unterschiedes. 

Tausend andere Wahrnehmungen, der in die Höhe strebende 
Wuchs der Bäume, die Ausbreitung ihrer Äste um den Stamm, der 
parallele Fall des Regens etc. etc. unterstützen und verschärfen unsere 
abstrahierende Thätigkeit. 

Die Allmacht der Schwere zwingt uns, die Bauart der Natur 
nachzuahmen und dadurch unseren Gebäuden möglichste Stabilität zu 
geben. Wir bauen auf ebenem Boden, indem wir senkrecht zu ihm 
in gleicher Höhe Pfeiler und Wände aufführen und auf diesen hori- 
zontale Decken bilden. Dabei zeigt es sich, dafs gerade Balken auf 
zwei, ebene Flächen auf drei Unterstützungspunkten ruhen, und weiter, 
dafs zwei Ebenen sich in einer Geraden, drei sich in einer Ecke treffen. 
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Wieder erwächst unser Wissen lediglich aus der Logik der 
Tbatsachen^ welche die schon bekannten allgemeinen Beziehungen 
zwischen den Vorstellungen der Fläche, der Linie und des Punktes 
für diejenigen der Ebene, der Geraden und des Punktes dahin speziali- 
siert, dafs zwei Ebenen sich in einer einzigen Geraden, eine Ebene 
und eine Gerade oder drei Ebenen oder zwei Geraden einer Ebene 
sich in einem einzigen Punkt schneiden, und welche die Ebene als 
Fläche durch eine Gerade und einen Punkt, oder durch zwei Geraden 
aus einem Punkt oder durch irgend drei Punkte — die Gerade als 
Linie durch irgend zwei Ebenen oder zwei Punkte bestimmen. 

Wir werden auf rein empirischem Wege dazu geführt, in 
diesen Abstraktionen ursprüngliche und bedingungslose Anschauungs- 
gesetze zu sehen, die schon an sich und nur durch sich Beweiskraft 
haben. 

Die auffallige Erscheinung, dafs die Natur andere Flächen- und 
Linienformen von derselben Anschaulichkeit und Bestimmtheit wie 
die Ebene und die Gerade nicht darbietet, giebt allein noch kein 
Recht, die Existenz solcher überhaupt zu verneinen. Denn da die 
Gestaltungsfähigkeit der Materie durch die Gravitation reguliert und 
gehemmt wird, ist es a priori denkbar, dafs unsere von den mecha- 
nischen Fesseln befreite Einbildungskraft in der Erzeugung von Ur- 
formen über die Leistungen der Natur hinausreichi 

Diese Erwartung erweist sich jedoch als unerfüllbar. Sinnlichen 
Ursprunges ist das Anschauungsvermögen auch an die sinnlichen 
Grenzen gebunden. Es empfängt in der Ebene und der Geraden seine 
einzigen originalen Formen und sucht alle anderen durch Reduktion 
auf diese sich möglichst zu verdeutlichen. 

Jede bestimmte Vorstellung einer Fläche repräsentiert eine be- 
stimmte Zweiteilung des Raumes. Sie wird daher charakterisiert: 

1) durch die Begrenzungsformen der Teilgebiete, also durch die 
beiden Seiten der Fläche, und zwar in totaler wie in partieller 
Ausdehnung; 

2) durch das Gröfsenverhältnis des einzelnen Teilgebietes zum 
ganzen Räume. 

Die vollständige unbegrenzte Ebene gewährt der Anschauung 
auf beiden Seiten vollkommen identische Bilder und bedingt schon 
dadurch eine Teilung des Raumes in zwei nach Ausdehnung und 
Begrenzung unterschiedslose absolute Hälften. Zufolge der ihr mit 
dem Räume gemeinsamen Eigenschaft, innerhalb ihres Bereiches 
jedem Bestandteil unter Wahrung seiner Gestalt volle Bewegungs- 
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freihält zu gestatten^ gilt die Gleichförmigkeit der geschiedenen Gebiete 
auch an jeder begrenzten ebenen Fläche. 

Isoliert tritt die Kongruenz der beiden Seiten einer Fläche wie 
die YoUe Beweglichkeit fest begrenzter Formen in ihr auch bei anderen 
Flächen auf, so die erstere bei Wellen-, die letztere bei Eagelflächen; 
gepaart aber einzig und allein in dem Bilde der Ebene. 

Alle Punkte der Ebene nehmen im Räume ein und dieselbe zu 
seinen beiden Hälften gleiche Stellung ein. In jedem existiert eine 
einzige zur Ebene vertikale Gerade und auf dieser in jedem beliebigen 
Abstände in jedem Teilraum genau ein Punkt. Umgekehrt geht durch 
irgend einen auf der einen oder der anderen Seite der Ebene fixierten 
Punkt eine einzige zu ihr lotrechte Gerade, deren durch Punkt und 
Ebene begrenzter Teil die Hohe jenes über dieser mifst. Die Orts- 
bestimmungen in beiden Baumhälften erfolgen somit von derselben 
indifferenten Basis aus nach den nämlichen eindeutigen Operationen 
in gleichem Umfange. 

In y5llig analoger Weise wie der Raum durch die Ebene wird 
diese durch die gerade Linie zerschnitten. In jedem Punkte letzterer 
giebt es wiederum genau eine zu ihr normale Gerade und auf der- 
selben in jedem beliebigen Abstände in jeder Halbebene genau einen 
Punki Umgekehrt geht durch irgend einen Punkt einer Halbebene 
eine einzige zur Geraden senkrechte andere, deren zwischen Punkt 
und Gerader liegende Teilstrecke die Distanz jenes Ton dieser abgiebt. 

Endlich wird die Gerade durch jeden ihrer Punlrte in zwei kon- 
gruente Halbstrahlen geteilt, so dafs in beliebig gegebener Entfernung 
Yom Teilpunkte jeder Halbstrahl genau einen Punkt enthält. 

Die Yorbeschriebene Teilung des Raumes durch eine Ebene, der 
Ebene durch eine Gerade, der Geraden durch einen Punkt involviert 
die eindeutige Unterscheidung der Punkte des Raumes durch die 
Angabe ihrer sogenannten drei Coordinaten. 

Zwei Ebenen im Räume, zwei Geraden in der Ebene sind nur 
durch ihre diskrete Lage unterschieden. Erstere werden durch Ro- 
tation um ihre einzige Schnittgerade, letztere durch Drehung um 
ihren einzigen Schnittpunkt zur Deckung gebracht. Im Gegensatz 
zu anderen Flächen und Linien besitzt eine Ebene und eine Gerade 
nur kongruente, nicht ähnliche (quantitativ verschiedene) Abbilder. 

Es sind die einzigen Vertreter ihrer respektiven Allgemeinvor- 
stellungen, welche in ihrer Vollständigkeit mit den Anschauungs- 
formen des Raumes und des Punktes in der Grundthatsache über- 
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einstimmen, yon ihrer jeweiligen Erzeugungsweise unabhängige ab- 
solute Anschauungseinheiten zu repräsentieren. 

Das Vermögen ; die Gestalt eines Körpers geistig festzuhalten 
und zu reproduzieren, entspringt aus der sinnlichen Wahrnehmung; 
dafs stets an mehreren getrennten Stellen der stetig gedachten 
Oberfläche konkrete Ebenen auf den Körper gelegt werden können, 
welche einen bestimmten, wenn auch noch so kleinen Teil seiner 
Begrenzung bedecken. Die dadurch markierte ungleichmäfsige Teilung 
des Raumes um eine solche Stelle, die gleichförmige in zwei kon- 
gruente Hälften durch die Ebene, die ungleichförmige nur einer 
dieser durch die Fläche, bietet den ersten Anhalt zur formalen Ver- 
gegenwärtigung eines gewissen Gebietes letzterer. 

Die einfachste oder die Normalform der kontinuierlichen Oberfläche 
.eines endlichen Körpers entsteht, wenn jede Stelle derselben den Unter- 
stützungspunkt für eine Grenzebene in vorerwähntem Sinne abgiebt. 
Da alsdann eine beliebige Anzahl dieser ein Polyeder bestimmt, welches 
den Körper einschliefst und sich ihm mit wachsender Anzahl der Ebenen 
mehr und mehr nähert, erscheint derselbe als ein convexes Polyeder 
mit unendlich vielen unendlich kleinen Seitenflächen. 

Analog stellt sich der ümrifs oder die Linie, welche eine beliebige 
Ebene aus seiner Oberfläche ausschneidet, als Grenzfall eines konvexen 
geradlinigen Polygones dar. 

Die Anschauung abstrahiert aus diesen Annäherungen der ein- 
fachsten durch Ebenen und Geraden begrenzten Gebilde an gewisse 
stetige Flächen und Linien den Grundsatz, dafs erstere in ihren 
kleinsten Teilen als eben, letztere in denselben als gerade anzusehen 
seien, oder dafs die einen in jedem Punkte eine berührende Ebene, 
die anderen in jedem Punkte eine berührende Gerade besitzen. 

Es wird die Oberfläche eines endlichen Körpers, falls sie konti- 
nuierlich ist, an mindestens vier diskreten Stellen von ihn einschliefsen- 
den Grenzebenen berührt. Um diese Stellen werden sich Gebiete ab- 
grenzen lassen, für deren Punkte die allgemeine einseitige Lage der 
Grenzebene zu den umgebenden Teilen der Fläche gewahrt bleibt, 
während unter der Annahme eines nicht überall konvexen Körpers 
an den Grenzen jener Gebiete Stellen existieren müssen, in welchen 
neue Berührungsebenen des bisherigen Sinnes unmöglich, neue Kri- 
terien für die Flächenform erforderlich werden. 

Um die Gestaltsverhältnisse einer ganz beliebigen (geschlossenen) 
Oberfläche zu beschreiben, bedient man sich am zweckmäfsigsten 
einer um eine feste Gerade rotierenden Ebene, indem man die in 



Vorrede. JI 

• 

dieser sich stetig folgenden Querschnitte der Fläcbe gestaltlich auf- 
fafst und ihre allmählichen Veränderungen beobachtet. 

Die allgemeinste Form eines solchen Querschnittes wird durch 
ein System yon m verschiedenen endlichen Flächen dargestellt, deren 
jede von einer einzigen oder von mehreren geschlossenen Kurven 
begrenzt sein kann. 

Man wird zunächst den Lauf einer solchen Orenzlinie dadurch 
bestimmen, dafs man von einem Kurvenpunkte mit äufserer einseitiger 
Tangente aus — es giebt mindestens drei diskrete Punkte derart — 
durch stetige Fortbewegung in der Kurve zu allen Punkten analogen 
Charakters übergeht. Gelangt man ohne Störung der einseitigen 
Lage der Tangente zur Kurve wieder zum Ausgangspunkte zurück, 
so wird man die Linie und damit auch die sich auf sie stützende 
Wandung der Fläche in der Umgebung des Querschnittes als konvex 
erkennen. Führt aber der Lauf der Kurve zu einem Punkte, in 
welchem * die Kurve von der einen auf die andere Seite der begleiten- 
den Tangente tritt, so geht diese in einer Wendelage, ihren Drehungs- 
sinn ändernd, aus einer äufseren in eine innere Kurven tan gente über, 
um solange als solche zu verharren, bis mit ihrem Durchgange durch 
eine zweite Wendelage das frühere Verhältnis wieder hergestellt und so 
die ungestörte Bückkehr von Punkt und Tangente in die Ausgangs- 
stellung ermöglicht wird. Es erscheint daher jede einfach geschlossene 
(sich selbst nicht durchsetzende) Linie aus zwei Systemen gleich 
vieler diskreter Kurvenbogen gebildet, von denen die einen die äufseren, 
die anderen die inneren Tangenten enthalten, und die sich abwechselnd 
folgend in der doppelten Zahl indifferenter Tangenten zusammenhängen. 

So kann die Gestalt jeder einzelnen Schnittkurve und, da benach- 
barte Ebenen isomorphe Schnitte ergeben, auch diejenige der Fläche 
in der Umgebung der Ebene veranschaulicht werden. 

Für die Lage der m Schnittflächen zu einander sind wegen ihres 
gegenseitigen Ausschlusses wie der möglichen Coexistenz mehrerer 
diskreten Aafsengebiete bei derselben Fläche vor allem die Bestim-* 
mungen mafsgebend, in welchem ihrer Aufsengebiete jede einzelne 
Fläche jede andere enthält, während gegenüber mehreren dem näm- 
lichen Aufsengebiet angehörigen Flächen mit exzentrischen äufsersten 
Umrissen das System ihrer gemeinschaftlichen Tangenten noch eine 
weitere Lokalisierung gestattet 

Wenn nach vollendeter Beschreibung des Querschnittes dessen 
Ebene stetig variiert wird, können folgende wesentliche Änderungen 
in dem Zusammenhange der Schnittflächen eintreten: 
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1) Es vereinigen sich zwei getrennte Grenzkurven derselben bzw. 
verschiedener Schnittflächen^ oder es löst sich umgekehrt eine 
einzige Grenzkurve in zwei getrennte Kurven einer und der- 
selben bzw. verschiedener Flächen auf; 

2) Es zieht sich eine Grenzkurve auf einen Punkt zusammen 
oder sie entwickelt sich umgekehrt aus einem solchen, d. h. 
es geht eine m-fach berandete Schnittfläche in eine(w— l)-fach 
berandete über oder sie entsteht aus einer solchen. 

Im ersten Falle schneidet die Ebene eine Kurve mit einem reellen 
Doppelpunkt, im zweiten eine. solche mit einem isolierten Berührungs- 
punkte aus. 

Die Wahl der Axe des Ebenenbüschels aufserhalb des als endlich 
angenommenen Körpers ermöglicht es, seine Beschreibung mit einer 
Lage der Ebene zu beginnen und zu beschliefsen, in welcher der 
Querschnitt durch einen einzigen Punkt dargestellt wird. Indem man 
während des Überganges der rotierenden Ebene aus der einen in 
die andere dieser Grenzlagen in der vorbeschriebenen Weise die 
charakteristischen Veränderungen ihres Querschnittes verfolgt, gelangt 
man zu derjenigen Klarheit der Vorstellung, welche unserer Anschau- 
ung überhaupt erreichbar ist. 

Die Bemerkung, dafs jeder durch einen Punkt der Fläche gelegte 
ebene Querschnitt in ersterem auch eine Tangente besitzt, und dafs 
eine in der Verbindungsebene zweier solcher Tangenten durch deren 
Schnittpunkt gezogene Gerade selbst wieder Tangente der Fläche 
ist, fuhrt zu der Erkenntnis, dafs eine stetige Fläche in jedem Punkte 
eine Berührungsebene besitzt, also in ihren kleinsten Teilen als eben 
anzusehen ist. Je nachdem dabei die Fläche sich nur auf einer oder 
auf beiden Seiten der Ebene ausbreitet, hat man in letzterer einen 
isolierten Berührungspunkt oder eine Schnittkurve mit Doppelpunkt. 

Es erfahren durch die letzten Ausführungen die Allgemeinvor- 
stellungen der Fläche und der ebenen Kurve eine grundsätzliche Er- 
gänzung, insofern ihren Auffassungen als zwei* und einfach aus- 
gedehnte Punktmannigfaltigkeiten die anderen als gleichmächtige 
-Ebenen- und Geradenkontinuen gleichberechtigt gegenübertreten. 

Auch hinsichtlich der Linien doppelter Krümmung dient deren 
angenäherte Darstellung durch ihnen eingeschriebene geradlinige 
Polygone dazu, ein klareres Bild von dem Verlaufe einer solchen 
Kurve zu gewinnen. Es geht nämlich, wenn pi, p2i Vs? • • • ^^® ^^f" 
einander folgenden Ecken des der Raumkurve einbeschriebenen Poly- 
gones bezeichnen, bei fortgesetzter Annäherung einer beweglichen 



Vorrede. XIII 

Ecke p^ an die fest gedachte p^ die beide verbindende Sehne in die 
Tangente t, bei darauf erfolgender analoger Annäherung der nächsten 
Ecke ^3 an den Berührungspunkt p^ die Ebene [t, p^] in die Schmiegangs- 
ebene t des Punktes p^ über. Durchläuft letzterer die Kurve, so be- 
schreiben die ihn begleitende Gerade und Ebene je eine einfach aus- 
gedehnte stetige Mannigfaltigkeit, in welcher der Übergang von Element 
zu Element sich durch eine unendlich kleine Drehung vollzieht. Soweit 
der Sinn dieser Drehung in dem einen wie in dem andern Continuum 
konstant bleibt, verfolgt der Punkt einen uniformen Eurvenbogen*, 
tritt dagegen in einem Punkte für die Tangente oder für die Schmie- 
gungsebene oder für beide ein stationärer Zustand und damit ein 
Wechsel des Drehungssinnes ein, so findet daselbst eine formale Un- 
stetigkeit der Kurve statt. 

Die allgemeine Methode, welche unsere Anschauung nach alle- 
dem bei der Gestaltsaufnahme eines Raumgebildes einschlägt, besteht 
darin, dafs sie seine Begrenzung zunächst in ein System diskreter 
für sich überall einförmiger continuierlicher Gebiete, in Elementar- 
teile zerlegt. Für eine stetige Fläche kommen hierbei gemäfs des 
doppelten Charakters ihres allgemeinen Kontaktes mit einer Ebene 
zwei Formen des Elementarteiles in Betracht, das überall convexe 
oder concave und das allortig sattelförmige Flächenstück, für die 
ebene und die Raumkurve aber nur der einfach gewundene gleich- 
mäfsig gerichtete Kurvenbogen. Gelingt es weiter, die Grenzen dieser 
Elementargebiete zu bestimmen und gegen einander zu lokalisieren, 
wie die ihnen eigentümlichen Berührungscharaktere festzustellen, so 
ist damit der allgemeine Umrifs des Gebildes vollkommen und un- 
zweideutig definiert. 

Es entsteht wieder die Frage, ob die Anschauung mit der Be- 
schreibung der unmittelbar oder mittelbar hervortretenden formalen 
Diskontinuitäten eines Gebildes ihre Leistungsfähigkeit erschöpft hat 
oder ob sie ihre Kritik auch auf die durchweg setigen Elementarteile 
eines solchen auszudehnen imstande ist. 

Ein in der Ebene zwei feste Punkte verbindender überall stetiger 
und convexer Kurveubogen kann in beliebig viele allomorphe Elemen- 
tarbögen umgeformt werden. Man hat — möglichst allgemein zu ver- 
fahren — nur in irgend zwei Punkten des gegebenen Bogens die 
Tangenten zu ziehen, den sie verbindenden Kurvenbogen durch einen 
andern zu ersetzen, der gleichfalls elementar und convex in dieselben 
zwei Tangenten« ausläuft, und diesen Prozefs beliebig oft zu wieder- 
holen. 
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Die Möglichkeit der Unterscheidung zweier so erhaltener Ele- 
mentarbogen zwischen den beiden festen Punkten beruht einzig und 
allein auf einem Vergleiche der von ihnen und der Verbindungsgeraden 
letzterer eingeschlossenen Flächen, welche ein bestimmtes gemein- 
schaftliches DeckuDgsgebiet und eine Anzahl diskreter in wechselnder 
Reihenfolge über dasselbe hinausragender Bestandteile erkennen lassen. 
Paarweise vereinigt eine durch bestimmte Diskontinuitäten ausge- 
zeichnete geschlossene Linie darstellend, zeigt der einzelne Elemen- 
tarbogen keinen näher angebbaren Charakter. 

Die Umformungen eines doppelt gekrümmten Elementarbogeus 
kann man auf diejenigen des ebenen leicht dadurch zurückführen, 
dafs man einen zwischen zwei beliebigen Punkten liegenden Teil 
desselben mit seinen Endtangenten vertikal auf zwei Ebenen projeziert, 
die entstehenden Projektionen in bekannter Weise durch andere 
Elementarbögen ersetzt und mittelst der in ihnen senkrecht zu den 
Ebenen stehenden Cylinderflächen in deren Durchschnitt einen dem 
ursprünglichen Eurvenbogen sich passend einfügenden neuen Elemen- 
tarteil bestimmt. 

Schwieriger sind die Gestaltsveränderungen einer Elementarfläche 
gegebener Begrenzung zu übersehen. Um sie wenigstens fOr den 
Fall convexer Flächen zu veranschaulichen, die Methode bleibt auch 
für die sattelförmigen anwendbar, schneide man durch eine beliebige 
Ebene ein Segment der Fläche ab und denke sich längs der ebenen 
Grenzkurve desselben die Tangentialebenen konstruiert Eine um eine 
feste Gerade sich drehende Ebene wird dann das Segment in einem 
sich stetig verändernden elementaren Eurvenbogen mit bestimmten 
Endtangenten schneiden. Indem man nach einem einheitlichen Prinzip 
zwischen das jedesmalige Tangentenpaar einen neuen Elementarbogen 
einschaltet, wird man zu einem neuen den abgeschnittenen völlig er- 
setzenden elementaren Flächenteil gelangen. 

Aus vorstehenden Betrachtungen folgt, dafs ein Elementargebilde 
durch seine Begrenzung und den konstanten Berührungscharakter 
durchaus nicht bestimmt ist, vielmehr eine unendliche Mannigfaltig- 
keit zwar unterschiedener aber nicht näher charakterisierbarer Formen 
zuläfst. Man wird daher die zuletzt gestellte Frage präciser, wie 
folgt, zn fassen haben: 

Besitzt die Anschauung allgemeine Eriterien, um ein vorliegen- 
des Elementargebilde entweder als allgemeines (zufälliges) oder als 
besonderes (gesetzmäfsiges) zu erkennen? 

Es ist die Aufgabe der Anschauungswissenschaft, diese 
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Kriterien vollständig zu ermitteln und anf denselben als 
der einzigen naturgemäfsen Grundlage eine Beschreibung 
der gesetzmäfsigen Raumyorstellungen systematisch auf- 
zubauen. 

Die Auffassung der Flächen und Linien als Örter eines beweg- 
lichen Punktes leitete schon früh dazu, gesetzmäfsige Formen der- 
selben dadurch zu erzeugen, dafs man zwischen einer Anzahl fester 
Haumgebilde und einem veränderlichen Punkte eine im allgemeinen 
nicht erfüllte, im speziellen aber mögliche Lagenbeziehung forderte. 
Man wählte zu ersteren Punkte, Geraden und Ebenen, bezog einen 
beliebigen Punkt des Raumes auf diese durch seine kürzesten Abstände 
von ihnen und stellte zwischen letzteren eine konstante Relation 
her. Man gelangte so zum Kreise und zur Kugel, zu den Kegel- 
schnitten und ihren Rotationsflächen, mufste dann aber infolge der 
sich zusehends häufenden Schwierigkeiten von einer weiteren Ver- 
folgung dieses Weges Abstand nehmen. 

Es war das Verdienst der analytischen Geometrie, eine erste 
allgemeine Definition der gesetzmäfsigen Linie und Fläche dadurch 
zu geben, dals sie das jene beherrschende Gesetz in einer Gleichung 
zwischen zwei und drei Veränderlichen, den Coordinaten eines das 
Gebilde beschreibenden Punktes zum Ausdruck brachte. Als not- 
wendige unmittelbare Konsequenz dieser Auffassung ergab sich mit 
der Einteilung aller räumlichen Gesetzmäfsigkeiten in algebraische 
und in transcendente für die ersteren eine der aufsteigenden Ordnung 
der Gleichungen folgende systematische Behandlung. 

Eine Untersuchung, ob dieses Vorgehen in der Natur jener Raum- 
vorstellungen begründet sei, wurde nicht ausgeführt; man nahm es 
als selbstverständlich an, dafs die analytische Einteilung den Prin- 
zipien der Anschauung völlig entspreche. 

Es liegt aufser dem logischen Zusammenhange hier die historische 
Entwicklung*) der Raumlehre oder Geometrie, wie sie unser Jahr- 
hundert gezeitigt hat, an den Werken der einzelnen Forscher genauer 
verfolgen zu wollen. Mir bleibt ausschliefslich die Aufgabe, den 
Anteil zu konstatieren, welchen einerseits die Anschauung, anderer- 
seits der Calcul hieran genommen hat, und die Wechselwirkung beider 
festzustellen. 

Der Beginn der Periode brachte zunächst eine scharfe Scheidung 



*) Eine gedrängte übersichÜiche Darstellung derselben findet sich in der 
Einleitung zu Hankel „Die Elemente der projectiven Geometrie" 1875. 
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der Wissenschaft in zwei selbständige Disciplinen^ in die konstruktive 

und in die analytische Geometrie. 

Die erstere, von französischen Geometern vornehmlich vonPoncelet*) 

vorbereitet, wurde von Steiner**) dadurch systematisch begründet, 

dafs er eine begrenzte Anzahl bestimmter Baumvorstellungen und 

sie verbindender konstruktiver Beziehungen zum ausschliefslichen 

Fundament des gesamten Lehrgebäudes machte. 

Er unterscheidet eine dreistufige Folge von Grundgebilden: 
Der unbegrenzte Raum als dreifach ausgedehnte Punkt- und 

Ebenenmannigfaltigkeit repräsentiert das einzige Grundgebilde der 

dritten Stufe, t j -m. desselben stellt als Träger eines zweifach 

' Jede üibene ° 

ausgedehnten p . und Geradencontinuums ein solches zweiter Stufe, 

. . ri 11 -^^^ eines einfachen Ebenenbüschels . . 

jede (jerade als ,« ., . . p i r» i ^ i emes der ersten 

•* Trager einer emiachen runktreihe 

Stufe dar. 

ebenen Svsteme 

In dem . , i-»., i i erscheinen der ebene Strahlbüschel und 
centralen Bündel 

die fferadlinige Punktreihe ., .. , /^ i-, i i . r,. « 

• . ni 1 .* 1 1 ihrerseits als Gebilde der ersten Stufe, 
das emaxige Ebenbüschel 

Als Mittel, diese Grundgebilde in ihren Elementen aufeinander 
zu beziehen und dadurch neue Bildungen zu erzeugen, wählte Steiner 
die Methode der projektiven Zuordnung in der durch Möbius***) ge- 
gebenen verallgemeinerten Fassung. 

Auf dieser Grundlage gelang es ihm, die Kurven und Flächen 
zweiter Ordnung allgemein und erschöpfend zu behandeln und sie 
zum rechtlichen Eigentum der konstruktiven Geometrie zu machen. 
Dagegen erwies sie sich als unzureichend, um auf ihr eine allgemeine 
Theorie der höhern algebraischen Gesetzmäfsigkeiten aufzubauen, 
indem ihre konsequente Verfolgung zu speziellen Kurven- und Flächen- 
gattungen führte. Er mufste in seinen späteren Untersuchungen über 
algebraische Mittelpunktkurven auf die fundamentalen Sätze der Algebra 
zurückgreifen. 

Die Geometer der Steinerschen Schule beschäftigten sich teils 
mit dem weiteren Ausbau der Lehre von den Linien und Flächen 2. 0. 



*) Poncelet „Traitä des Propri^t^a projectives des Figures" 1822. 
**) Steiner „Systematische Entwickelnng der Abhängigkeit geometrischer 
Gestalten von einander". 1832. (Gesammelte Werke Band I.) 
•**) MöbiuB „Der barycentrische Calcul" 1826. 
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teils mit der koDstraktiven Behandlung der nächst höheren alge- 
braischen Gebilde Für diejenigen der dritten Ordnung ergaben sich 
yerschiedene Erzeugungs weisen aus solchen der ersten und zweiten, 
welche ein Eindringen in deren Theorie in gewissem Umfange er- 
möglichten. 

Inzwischen hatte die analytische Geometrie in einer rapiden 
Entwickelung diese Bestrebungen weit überholt. Durch Plücker war 
in seinem ^^Systeme der analytischen Geometrie^' (1834) bereits eine 
vollständige Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung gegeben und 
wenige Jahre später in einem zweiten Werke „Theorie der alge- 
braischen Kurven" (1839) eine solche für diejenigen der n**° Ordnung 
begründet worden, welche in überraschender Allgemeinheit ihre 
Singularitäten zu entwickeln, deren Zusammenhang zu erkennen und 
sie danach einzuteilen lehrte. Trotz der eigentümlichen Auffassung 
dieses Mathematikers^ welcher in der Geometrie nur einen Zweig der 
Analysis sah, geeignet gewisse Resultate und Probleme derselben zu 
verbildlichen, hat wie er kein zweiter Geometer einen tieferen Einblick 
in die Gestaltsverhältnisse der höheren algebraischen Kurven eröffnet« 

In seinem letzten von F. Klein vollendeten Werke ,,Neue Geo- 
metrie des Raumes'' (1868) bereicherte Plücker die räumliche Auf- 
fassung um neue fundamentale Gebilde, welche zu den von Steiner 
aufgestellten veryollständigend hinzutraten. Indem er die Gerade als 
Anschauungselement zu Grunde legte, wurde durch den Raum eine 
vierfach-, durch die Gerade eine dreifach-, durch Ebene und Punkt 
je eine zweifach-, endlich durch das ebene Strahlbüschel eine einfach- 
unendliche Geradeumannigfaltigkeit in Evidenz gesetzt. 

Das Mifsverhältuis zwischen den Fortschritten der konstruktiven 
und denen der rechnenden Geometrie veranlafste einige Forscher^), 
beide Disziplinen insofern zu verschmelzen, als sie aus der einen die 
grundlegenden Definitionen und Wahrheiten, aus der andern Methode 
und Darstellungsform übernahmen. Es gelang den Vertretern dieser 
Richtung, die Kluft zwischen Anschauung und Calcul scheinbar 
dadurch zu überbrücken, dafs sie die allgemeine algebraische Kurve 
n^ Ordnung als konstruktives Erzeugnis projektiver Kurvenbüschel 
der (n — 1)**° und ersten Ordnung entwickelten und damit ihre kon- 
struktive Entstehung aus den Elementen der Anschauung im Prinzip 
nachwiesen. Einen faktischen Erfolg für die rein räumliche Auffas- 



*) Cremona: Introduzione ad ona teoria.geometrica delle curve piane(1862). 
Preliminari di nna teoria geometrica delle superficie (1867). 

Eberhard, Geometrie. b 
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sung der algebraischen Kurven hatte diese Entdeckung nicht und 
konnte sie auch nicht haben. Denn indem sie die Kurve der tit^ 
Ordnung durch diejenigen der (n — 1) vorangehenden Ordnungen er- 
klärte^ machte sie ihre genauere Erkenntnis von der Erforschung 
letzterer abhängig und damit dieselbe im allgemeinen unmöglich. In 
der That sind fast alle Wahrheiten , welche auf dem algebraisch 
geometrischen Wege ermittelt wurden, im Grunde nur algebraische 
Sätze in geometrischem Gewände. 

An dieser Sachlage ist dadurch wenig geändert worden, dafs es 
in unserer Zeit gelungen, dem Fundamentalsatz der Algebra Qber die 
Anzahl der gemeinsamen Wurzeln zweier Kurvengleichungen durch 
die Einführung allgemeiner Involutionsnetze eine rein geometrische 
Deutung*) zu geben. Denn infolge seines induktiven Charakters ist 
der Mechanismus des bezüglichen Schlufsverfahrens ein so verwickelter, 
dafs er zwar zu einer logisch strengen, der Anschauung aber unzu- 
gänglichen Konstruktion der allgemeinen Kurve n. 0. führt. 

Um die Mitte des Jahrhunderts unternahm es v. Staudt**), der 
Anschauung den verlorenen Boden wiederzugewinnen und eine streng 
konstruktive Raumlehre zu begründen. Er reinigte die Steinerschen 
Grundlagen von dem nicht unmittelbar der Anschauung entlehnten 
Begriffe des Doppelverhältnisses und basierte die projektiven Be- 
ziehungen der Grundgebilde statt auf dieses auf die fundamentale 
Konstruktion des vierten harmonischen zu drei in gerader Linie ge- 
gebenen Punkten. Er ging jedoch in seinen streng anschaulichen 
Entwickelungen nicht über die Theorieen der Kurven und Flächen 
zweiter Ordnung hinaus. Sein System wurde von Heye konsequent 
fori^esetzt und zu einem in sich abgeschlossenen Ganzen vollendet. 
Das Beyesche Lehrgebäude umfafst die Theorieen aller derjenigen 
Raum Vorstellungen, welche aus den bekannten Grundgebilden der 
ersten bis dritten Stufe durch alle unter ihnen zulässigen projektiven 
Beziehungen überhaupt erzeugt werden können, und bildet daher ein 
nach Inhalt und Umfang scharf abgegrenztes Forschungsgebiet. 

Es bleibt noch ein isolierter Versuch zu erwähnen, eine allge- 

*) V. staudt: Beiträge zur Geometrie der Lage. 1866—60. 

Lüroth: Das Imaginäre in der Geometrie und dae Rechnen mit Würfen. 
Math. Ann. Bd. 8. 

E. KOtter: Grundzüge einer rein geometrischen Theorie der algebraischen 
ebenen Kurven. 1887. 

*♦) V. Staudt: Geometrie der Lage. 1847. 

Heye: Geometrie der Lage. 1. A. 1806. 4. A. 1892—93. 
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meine anschauungsgemäfäe Definition der ebenen algebraischen Kurve 
aufzustellen. Grassmann^) definiert in der Ebene eine algebraische 
Kurve als den geometrischen Ort eines beweglichen Punktes \>, welcher 
mit einer aus ihm und einer Anzahl fester Punkte und Geraden 
mittelst des Lineals nach einer bestimmten Vorschrift erzeugten 
Geraden g vereinigt liegt. Wenn der Punkt p direkt oder indirekt 
(n — l)-mal in die Konstruktion der Geraden g eingeht^ so wird die 
entstehende Kurve auf rechnerischem Wege als eine von der n^^ Ord- 
nung erkannt. Bücksichtlich der Kurven dritter Ordnung gelingt 
es Grassmann, die lineale Erzeugung derselben aus neun beliebig in 
der Ebene fixierten Punkten vermittelst 351 elementarer Konstruk- 
tionen abzuleiten. 

Um auch die allgemeine Kurve n*" Ordnung f {x, y) = lineal 
zu definieren, stellt er nach Annahme einer bestimmten MaTseinheit 
die konstanten Coefficienten üa^ß der Gleichung als ebensoviele feste 
Punkte x=^aa^ßj j^ «= der o:- Achse dar und konstruiert dann mit 
Hilfe derselben, des Punktes x^^l^ ^ =" 0; ^^^ beiden unendlich fernen 
Punkte der Coordinatenaxen und eines beliebigen Punktes g, r] durch 
wiederholte den Gliedern a«,/* 5" V^ und ihrer Verknüpfung sich an- 
passende Verbindungen je zweier gegebenen oder neu entstehenden 
Punkte (die Richtungen resultierender Geraden als unendlich ferne 
Punkte mitinbegriffen) schliefslich eine Gerade g^ welche auf der 
a:- Achse einen Punkt mit der Abscisse x = f{^yrf) bestimmt. Die 
Kurve /*(«?, y) = erscheint dann als Ort derjenigen Punkte S, iy, für 
welche die Gerade g durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht. 

Ganz abgesehen davon, dafs die lineale Anordnung der die 
konstanten Coefficienten repräsentierenden Punkte durch nichts in 
dem Charakter der Kurve begründet ist, leidet diese Konstruktion 
an dem Übelstande, dafs sie entgegen der ursprünglichen Definition die 
geforderte Koincidenz des Punktes |, ri und der Geraden g und die 
vorgeschriebene Abhängigkeit beider gar nicht berücksichtigt. 

Die Thatsache, dafs es die reine Geometrie nicht vermocht hat, 
in die Natur der algebraischen Gebilde einzudringen, ist ausschliefslich 
durch den Mangel an einer originalen allgemeinen Definition letzterer 
zu erklären. Der allmählichen Entwicklung einer solchen stand als 
grofstes Hemmnis dasjenige Prinzip entgegen, auf welches Steiner die 

*) GrassmanD: MechaiiiBche ErzeDgaDg der algebraischen Kurven. Grelles 
Journal B. 31^ B. 42, 62. Der Nachweis, dafs und wie mittelst der Grassmaim- 
Bchen Methode eine allgemeine Kur 76 n^^ Ordnung zu erzeugen sei, ist yoii 
Kötter im vierten Kapitel des oben citierten Werkes gegeben worden. 

b* 
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Raumlehre basiert baite^ nämlich die projektive Zuordnung der 
Grundgebilde. Die eminente Tragweite des Gedankens für die Theo- 
rieen der Linien und Flächen zweiter Ordnung schien eine hinreichende 
Gewähr seiner entsprechenden Bedeutung gegenüber den höheren 
Gebilden zu bieten, und man suchte selbst auf Kosten der Eindeutig- 
keit und Anschaulichkeit wie jene so auch diese als Erzeugnisse 
projektiver Kurven- und Flächenbüschel darzustellen. Und doch deutet 
schon die einfache Bemerkung, dafs alle Linien, die durch beliebige, 
wenn nur genügend kleine Variationen der Konstanten einer Gleichung 
f (p^f y) = ö hervorgehen, denselben formalen Charakter zeigen, ohne 
deshalb in projektiver Beziehung zu stehen, darauf hin, dafs allge- 
meinere Bedingungen für die Anschauung räumlicher Formen mafs- 
gebend sind. 

Es ist unsere Analyse der Raumvorstelluugen vor der Frage stehen 
geblieben: 

Besitzt die Anschauung allgemeine Kriterien, um einen ein- 
förmigen Flächen- oder Curventeil als einen gesetzmäfsigen zu er- 
kennen? 

Zufolge der grundsätzlichen Auffassung der Fläche und der Linie 
als einer stetigen Punktmannigfaltigkeit wird man die Antwort hierauf 
so formuliren können: 

Eine Fläche oder eine Linie ist allemal dann und nur dann als 
ein einziges gesetzmäfsiges Punktkontinuum aufzufassen, wenn zwischen 
irgend einem festen Systeme einer endlichen wenn auch noch so 
grofsen Zahl diskreter Elemente der Mannigfaltigkeit und einem frei 
in letzterer beweglichen Punkt eine konstante anschauungsgemäfse 
Abhängigkeit statthat; 

oder, was dasselbe: 
wenn eine kleinste Zahl diskreter Elemente des Gebildes dasselbe 
nach einem bestimmten Anschauungsgesetze definiert. 

Im gegenteiligen Falle mufs das Gebilde als ein zufälliges an- 
gesehen werden, da alsdann jede beliebige noch so zahlreiche Punkt- 
gruppe des Kontinuums als eine willkürliche oder unabhängige er- 
scheint. 

Durch diese Umschreibung der Begriffe stellt sich die ursprüng- 
liche Frage in der Fassung dar: 

Unter welchen Bedingungen erkennt die Anschauung 
ein beliebig im Baume gegebenes endliches Punkt- 
system als ein unabhängiges oder als ein ab- 
hängiges an? 
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Das einfachste räumliche Pnnktsystem, für welches die Frage 
unmittelbar eine Antwort gestattet^ bilden vier Punkte in tetraedraler 
Lage. Entsprechend den Grundvorstellungen des Punktes, der Ebene 
und der Geraden offenbaren sich in der Vorstellung dieses Systemcs 
der Anschauung als einfachste und ursprünglichste Charaktere 

des Allgemeinen oder Zufalligen | des Besonderen oder Gesetzmäfsigen 

der räumlichen Gestalten: 



1 a) Der Betriff von 4 „, 
^ ® Ebenen 

„ j Punkt und 

in allsrememer oder von ri, . 

^ Ebene und 

Ebene . . . t 
Punkt ^^ getrennter Lage; 

1 b) Die Vorstellung zweier sich 
kreuzenden Geraden; 

2) Der Begriff von 3 p,, in 

n . i Punkt . 

allgemeiner oder von ^, und 

Üibene 

Gerader in getrennter Lage; 

3) Die Begriffe von 2 ^^^J 

oder von zwei sich schneidenden 
Geraden in allgemeiner Lage. 



1 a) Der Begriff von 4 ^, 



oder von 



Punkt 



Ebene 



in einer Ebene 

durch einen Punkt 

und Ebene . . . i t 

T T% 1 A m vereinigter Lasre: 
und Punkt ^ ^ ' 

1 b) Die Vorstellung zweier sich 

schneidenden Geraden; 

2) Der Begriff von 3 ^^^^ 

in einer Geraden , Punkt 

1 1 . -r, , oder von ^, 
durch eine Gerade Ebene 

und Gerader in vereinigter Lage; 

3) Die Begriffe von 2 ^J°^*'^° 

oder von zwei sich schneidenden 
Geraden in vereinigter Lage. 



Das durchgängig unterscheidende Charakteristikum für die all- 
gemeine und die besondere Lage von Grundelementen besteht also 
darin, dafs die erstere bei ganz beliebigen, die letztere aber nur bei 
ganz bestimmten stetigen Bewegungen jedes einzelnen Elementes er- 
halten bleibt. 

Die vorstehenden sind nicht die einzigen Grundthatsachen, welche 
die Anschauung in der tetraedralen Vereinigung der Grundelemente 
und ihren Ausartungen wahrnimmt. Eine zweite Reihe wird durch 
die einem solchen Gebilde eigentümliche invariante Einteilung der 
Punkt-, Ebenen und Geradenmannigfaltigkeiten des Raumes in Systeme 
sich ausschliefsender scharf abgegrenzter Teilkontinuen bedingt. 

Werden die vier Paare gegenüberliegender Ecken und Flächen 
des Tetraeders bezeichnet durch resp. 

ö» a; 6> /*; C, y; b, tf, 
so ergeben sich die fraglichen Teilgebiete 
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1) für den Ebenenraum durch: 

a) a|b, c, b; b|a, c, b; c|a, b, b; bja, b, c; 

b) a, bjc, b; a, c|b, b; a, bjb, c; 

c) K I ^y 6; c, b, 

wo der senkrechte Teilstrich die jedesmalige Trennungsweise der vier 
Ecken a, b, c, b durch das bezügliche partielle Ebenenkon tinuum zu 
erkennen giebt; 

2) für den Punktraum durch: 

a) Ta=Ta', T^ = Tfi Tc~Ty', T^^Ty, 

b) 7a,6^Tc,b; Tfl,c^^b,b; jPa,b^^B,c; 

c) [«, /3, y, (J]^r=[a, b, c, b], 

wo in der ersten Reihe die vier Seiten bzw. Scheitelräume, in der 
zweiten die drei Eantenkörper des endlichen Tetraederraumes T stehen. 

Um die Zerlegung des Geradenraumes zu übersehen, beachte 
man zunächst, dafs man eine beliebig gegebene Gerade durch stetige 
aufserhalb der sechs Kanten des Tetraeders erfolgende Bewegungen 
mit jedem sich gegenüberliegenden Paare derselben zum Durchschnitt 
bringen kann. Indem man nämlich den Schnittpunkt der Geraden 
und einer Tetraederebene festhält, wird man sie erst mit der 
aufserhalb und darauf mit der innerhalb letzterer liegenden Kante 
des Paares in die geforderte Lage kontinuierlich überführen. Nun 
werden zwei Gegenkanten durch die vier anderen in je zwei Strecken 
geteilt, die paarweise kombiniert vier getrennte Scharen das Kanten- 
paar schneidender Geraden bestimmen. Da aber aus jeder solchen 
Geraden ein unmittelbarer Übergang in vier verschiedene Kontinuen 
möglich ist, wird die räumliche Geradenmannigfaltigkeit durch die 
Kanten des Tetraeders im Ganzen in 16 sich ausschliefsende Partial- 
mannigfaltigkeiten oder Geradengebinde geteilt. 

Das einzelne derselben läist sich des Näheren durch die Angabe 
der vier Primärdreiseite beschreiben, in welchen seine Geraden die 
vier Tetraederebenen durchschneiden. Dabei ist noch zu bemerken, 
dafs je drei dieser Dreiseite das jedesmalige vierte eindeutig be- 
stimmen. 

Es würde hier zu weit führen, die Grundwahmehmungen im 
Tetraedralsysteme in aller Vollständigkeit darzustellen und nach 
ihren gegenseitigen Abhängigkeiten zu untersuchen. Dagegen ist 
gegenüber diesen absoluten inneren noch eine relative äufsere Grund- 
eigenschaft hervorzuheben. 
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Dieselbe tritt in Eyidenz, wenn die Ecken des Tetraeders durch 
Bezeichnungen unterschieden werden. Alsdann wird nämlich durch 
eine Ecke b einer der durch die Ebene [Q^ 6, c] getrennten zwei 
Haibräume vor dem anderen ausgezeichnet. Für den in diesem Halb- 
räume auf der Ebene den Umfang des endlichen Dreieckes a, b, c 
in der angegebenen Eckenfolge abschreitenden Beobachter wird die 
Dreiecksfläche entweder zur Linken oder zur Rechten liegen. Je nach- 
dem das erste oder das zweite der Fall ist^ definiert man die Charakte- 
ristiken der Punktefolgen 

a, 6, c und a, h, c, b 

durch die symbolischen Gleichungen 

c(a, 6, c) = + 1 und c(a, 6, c, b) = + 1 

und folgert hieraus die Beziehungen: 

la) c(a, b, c) = c(b, c, a) = c(c, a, b) = + 1, 

b) c(a, c, b) =» c(c, b, q) = c'(b, a, c) = 4- 1, 

2a) c(a, b, c, b) =» c(a, c, b, b) = c(a, b, b, c) = + 1 , 

b) c{a, b, b, c) = c(a, b, c, b) = c{a, c, b, b) = + 1 . 

Als Mittel der Übertragung aller dieser Grundvorstelluugen auf 
beliebige endliche Punktsysteme bieten sich der Anschauung die funda- 
mentalen Konstruktionen: 

1) der Yerbindungsgeraden zweier Punkte und der Verbiudungs- 
ebene dreier Punkte oder eines Punktes und einer Geraden, 

2) der Schnittgeraden zweier Ebenen und des Schnittpunktes dreier 
Ebenen bzw. einer Geraden und einer Ebene. 

Zufolge derselben ist nicht nur der Charakter eiues gegebenen 
Punktsystemes 

durch den Verein der Charakteristiken bestimmt 

c(p/, P*, Po^0 = + 1, — 1, 0*), 
sondern es tritt auch eine sich ins Unendliche fortsetzende Descendenz 
vollkommen und unzweideutig definierter analoger Systeme gleich- 
zeitig in Erscheinung. 

Es bestimmen nämlich die n- Grundpunkte pi zu je dreien 
V Ebenen E, und diese schneiden sich zu je dreien ausser in jenen 
in n^ Punkten eines neuen, des ersten abgeleiteten Systemes 

*) Dnrch die Gleich ang c(p,., |)^, pp p,J >b wird die abhängige oder pla- 
nare Lage des Punktqaadrupels ausgedrückt. 
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Ganz ebeDSO fixieren die n -f* ^i Punkte des combinierten Systemes 
^n; $n\ Zu mindestens je dreien aufser den schon vorhandenen weitere 
v^ Ebenen E\ und diese begegnen sich aufser in den früheren in 
deu ng Punkten des zweiten abgeleiteten Systemes 

Allgemein werden die Elemente der aus dem Stammsysteme und 
seinen ersten m Ableitungen zusammengesetzten Punktgruppe 

aufser durch die Ebenen 

E, E\ E'\ ..., £("»-1) 

noch durch Vm weitere Ebenen £('") verbunden, und diese werden erstere 
und einander aufser in den erzeugenden noch in den nm-\-i Punkten 
der (m + 1)^^ Ableitung durchschneiden. 

Die Gesamtheit der so eindeutig definierten Punktableitungen 

•P»i; -Pfft; 'P«!? • • • 

fasse ich unter dem Begriff des vollständigen planaren Netzes 

des gegebenen Stammsystemes zusammen 

Diese anschauungsgemäfse Erweiterung der Vorstellung einer end- 
lichen Punktgruppe involviert sofort die nachstehenden fundamentalen 
Definitionen: 

1) unter der m^^ Stufe des Charakters eines gegebenen räum- 
lichen Punktsystemes >ßn ist der Verein der Charakteristiken zu ver- 
stehen 

<t, X, t), ä) = -f 1, —1,0, 

welche allen aus den Elementen des ursprünglichen und der ersten 
m abgeleiteten Systeme zu bildenden Quadrupeln zukommen; 

2) das System $ß„ stellt eine absolute Allgemeinheit der m*®" Stufe 
dar, wenn jede innerhalb einer endlichen wenn auch noch 80 kleinen 
Umgebung der n Grundpunkte erfolgende Bewegung derselben seinen 
Charakter bis in die m^ Stufe invariant läfst; 

3) das System erscheint dagegen als eine absolute Singularität 
der m^^ Stufe, wenn die m^ die niedrigste Stufe in seinem Cha- 
rakter bezeichnet, welche bei gewissen wenn auch noch so geringen 
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stetigen Bewegangen jedes beliebigen Grundpunktes eine Änderung 
erfahrt. 

Entsprechend den Grundvorstellungen von vier^ drei und zwei 
gleichartigen Elementen in unabhängiger oder in abhängiger Lage 
werden sich auch die Singularitäten einer beliebigen Stufe in drei 
Eategorieen sondern. 

Die Abhängigkeit erster Art oder die planare Dependenz eines 
Pnnktsystemes $« leitet die Vorstellung der gesetzmafsigen Fläche 
in eindeutig bestimmter anschauungsgemäfser Weise aus derjenigen 
der Ebene ab. Wenn nämlich in dem planar abhängigen Systeme 
$M während der linealen Bewegung eines einzelnen Grundpunktes p« 
aus seiner Anfangslage p» in eine Endlage Q» vier Punkte des er- 
weiterten Sjstemes 



*»>CC>-.>^ 



(m) 



"i' ^-a' ' '^•m 



von denen mindestens einer der letzten Punktableitung angehört, 
aus singulärer in allgemeine Lage übergehend in dieser verbleiben, 
so mufs bei der stetigen Rückbewegung des Punktes p« aus a» durch 
die Lage pa in eine dritte 6„ eine bestimmte Folge der vier Punkte 

t, h 9; i 

ihre Charakteristik wechseln gemäfs den Beziehungen: 

Ca^ (t, E, 9, J) = ± 1 , fp„(t, E, t), J) = 0, C6^^(t, J, t), j) = + 1 . 

Man denke sich durch die Gerade | an, 6n eine beliebige Ebene gelegt 
und in derselben über der Strecke a», b» als Durchmesser einen 
Kreis geschlagen. Da alsdann beim Übergange des Punktes p» äus 
Qn auf dem einen oder dem andern Halbkreise nach b» die Puuktefolge 

gleichfalls ihre Charakteristik ändert, mufs pn jedenfalls einen Punkt ^n 
passieren, für welchen die Beziehung gilt: 

c(t, E, 5. ä) = 0. 

Bei der Rotation des Kreises um die Achse | Q», b» | beschreibt dieser 
Punkt E» ^^^ ^^^ entstehenden Kugel eine geschlossene Kurve C„, 
und diese erzeugt bei stetiger Veränderung des Radius der Kugel 
vom Werte r == ab in der Umgebung des Mittelpunktes \>n eine 
bestimmte Fläche Fn, bedingt durch die planare Gesetzmäfsigkeit 

c(t, E, t), 5) = . 

Hiemach wird durch die in dem ursprünglichen Punktsysteme be- 
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stehende Singularität zu je n — 1 festen Grundpunkten als Ort des 
beweglichen n^®^ eine ganz bestimmte Fläche festgelegt. 

Sind die so resultierenden n Flächen im besonderen identisch, so 
ist die planare Gesetzmäfsigkeit als eine homogene oder als Ebenheit 
in höherem Sinne ausgezeichnet. In dem Charakter des bis zur 
m**^ Ableitung erweiterten Stammsystemes $ß„ drückt sich die Be- 
dingung hierfür dadurch aus, dafs irgend welche in einer das 
Punktequadrupel 

t, h 9, 5 
aus den n Grundpunkten ableitenden Elementarkonstruktion 

C(pi, p2, ..., pn) 
vorgenommene Vertauschungen der n Elemente 

Pl ? Pi} • • • ; pn 

— es genügen die successiven Permutationen eines mit den n — 1 
anderen — für das jedesmal resultierende Quadrupel 

t, E, t|, ä 
übereinstimmend die abhängige Lage in einer Ebene ergeben. 

Die Abhängigkeit zweiter Art oder die lineale Dependenz einer 
Punktgruppe $„ läfst sich leicht auf die Coexistenz zweier Planaren 
zurückführen. 

Offenbar ist das Postulat, dafs die drei Punkte 

h 9; 5 

des erweiterten Punktsystemes 

von denen mindestens einer der letzten Punktableitung angehört, in 
gerader Linie liegen, gleichbedeutend mit dem anderen, dafs der 
Punkt J in zwei Seitenflächen 

Ih 9, W i^nd [s, t), p,] 
eines Tetraeders fällt 

E; t), p,, p^. 

Man kann dann unter Festhaltung der n — 1 Punkte 

pi, ))2, ■ . ., pn-^i 

den Punkt p„ zum Mittelpunkt einer Kugel mit so kleinem Radius r 
wählen, dafs die Punkte 

E und t) 

zufolge ihrer stetigen Abhängigkeit vom Punkte pn bei allen inner- 



Vorrede. XXVII 

halb der Kugel erfolgenden Bewegungen desselben zu den beiden 
anderen 

pi und p, 

in allgemeiner Lage verbleiben. Nun werden aber durch die Be- 
ziehungen 

c{pu h 9, ä) = und c(pa, J, 9, i) = 

nach FrQherem als Örter des Punktes pn zwei Flächen eindeutig be- 
stimmt^ die sich in einer durch p^ gehenden Kurve Kn schneiden. 
Da für jeden innerhalb der Kugel liegenden Punkt letzterer einerseits 
die 2*4 zugehörigen Punkte 

p„ E, \), } und p^, E, 9; ä 

in je einer Ebene liegen, andererseits die vier Punkte 

ein planar unabhängiges Quadrupel bilden, so folgt, dafs die Raum- 
curve Kn das anschauungsgemäfse Äquivalent der linealen Abhängig- 
keit darstellt 

cih 9, i) = . 
Wenn die den Systemen von je n — 1 Grundpunkten pi durch 
Torstehende Beziehung zugeordneten n Kurven identisch sind oder, 
was dasselbe, wenn beliebige in einer Elementarkonstruktion 

^XPi; pi) ' ••; pn) 

des Tripels 

vorgenommene Permutation der n Grundpunkte die abhängige Lage 
der jedesmal resultierenden drei Elemente ungeändert lassen, so ist 
die Singularität des Systemes $„ als eine lineale Homogeneität oder 
als Gestrecktheit in höherem Sinne aufzufassen. 

Die planare Gesetzmäfsigkeit zählt als eine, die lineale als zwei 
einfache Bedingungen, welche einem gegebenen Punktsysteme ^» 
auferlegt werden können. 

Eine Abhängigkeit dritter Art ist mindestens drei und kann 
mehr als drei einfachen Bedingungen äquivalent sein. 

In dem ersten Falle, wo die Singularität in dem erweiterten 
Systeme 



-m 



^.,^».> ?,..•••,? 



•1 "2 ' • "m 



dargestellt ist durch die Coincidenz zweier Punkte 

9 und 2 
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oder durch die centrische Abhängigkeit der sie bestimmenden 
2 • 3 Ebenen 

1^1, 122) % uöd ti, 62, ßsi 
entsprechen ihr die drei einfachen Bedingungen: 

c(t|, ei)--=c(t), ^2) = 0(9,53) = resp.c(j,i2i) = c(j,i22) = c(j,%) = 0. 

Bei festgedachten n — 1 Grundpunkten ist daher der n^ an das 
Schnittpunkts jstem der hierdurch definierten drei Flächen, also an 
eine Gruppe diskreter Punkte gebunden. 

Die Kriterien der Homogeneität sind fQr die Abhängigkeiten 
dritter und höherer Art ganz analog denjenigen für die planaren 
und linearen Singularitäten. 

Alle bisher geschilderten Eategorieen gesetzmäfsiger räumlicher 
Punktsysteme $„ haben die charakteristische Eigenschaft gemein, 
durch eine endliche Anzahl von Elementarkonstruktionen erklärt zu 
werden, und sind füglich in eine Klasse zusammenzufassen. 

Denselben steht naturgemäfs die Gesamtheit derjenigen gesetz- 
mäfsigen Systeme ^n gegenüber, zu deren Erkenntnis und Definition 
eine unendliche Reihe solcher Konstruktionen erforderlich ist. 

Man denke sich aus dem Stammsysteme 

5ß« = ^)l, p2, ..., Pn 

vermöge einer beliebigen aber bestimmten Konstruktionenreihe 

(^1) C'2, . . •, Cfi 

ein erstes gleichwertiges*) System 

5ß/i=^ pi, p2, .. ., p«, 
aus diesem durch Anwendung der nämlichen Konstruktionenreihe ein 
zweites 

und durch fortgesetzte Wiederholung des einmal vorgeschriebenen 
Verfahrens eine unbegrenzte Folge solcher abgeleitet: 

%,%, ^,7, Wn', ...in infin. 
Alsdann wird irgend eine planare Punktkonstraktion 

C(p?>, pw, . . . , Pl*>) 

bei successiver Anwendung auf diese Punktgruppen eine unbegrenzte 
diskrete Punktfolge ergeben: 

h E'; E"; E% • • • in infin- 

♦) Zwei Punktgruppen ^^ und £l„ heifsen gleichwertig, wenn jede in dem 
planaren Netze der anderen enthalten ist. 
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Wenn die so eindeatig definierte Panktreihe von der Beschaffen- 
heit ist, dafs zu jeder noch so kleinen Länge q eine endliche Folge 
existiert 

nach deren Absonderung alle übrigen Punkte der Reihe innerhalb 
einer Eugel vom Radius q liegen , ist sie als die Darstellung eines 
transcendenten Punktes des planaren Netzes anzusehen. 

Die schon durch Möbius bewiesene Möglichkeit, in einem pla- 
naren Netze von fünf Grundpunkten sich irgend einem festen Punkte 
im Räume durch eine endliche Zahl elementarer Konstruktionen bis 
auf jede gegebene Distanz zu nähern, giebt der Anschauung im Princip 
das Mittel; die allgemeine oder singulare Lage eines Punktquadrupels 
auch dann noch zu entscheiden, wenn ein oder mehrere Punkte des- 
selben dem transcendenten Systeme angehören. 

Hiermit ist aber die anschauungsgemäfse Definition der transcen- 
denten Gesetzmäfsigkeit eines endlichen Punktsystemes $« gegeben, 
und es wird die Raumanschauung durch die Vorstellungen der transcen- 
denten Fläche und Kurve und ihrer Durchschnittsysteme mit einander 
oder mit rationalen Flächen und Kurven bereichert. 



In konsequenter Folge der Reduktion aller gesetzmäfsigen Raum- 
gebilde auf sie bestimmende elementar abhängige Punktsysteme mufs 
sich die Natur jener aus der Eigenart dieser entwickeln lassen. Die 
Frage nach dem Zusammenhange und den Singularitäten einer 
nach dem Durchschnittsysteme resp. der Berührung zweier und 
mehrerer gegebenen Flächen oder Kurven wird an letzter Stelle 
durch den differenzierten Charakter der das einzelne oder das zu' 
sammengesetzte Gebilde ersetzenden Punktgruppe entschieden. Es 
wird daher die Theorie der räumlichen Punkt- und Ebenensysteme 
und ihrer planaren Netze für die Lehre der doppelt gekrümmten 
Flächen und Kurven, die Theorie der ebenen Punkt- und Gefaden- 
systeme und ihrer linealen Netze für die Lehre von den ebenen 
Kurven die natürliche Grundlage bilden. 

Innerhalb des endlichen Gültigkeitsbereiches eines Netzes handelt 
es sich vornehmlich um die Untersuchung des aus dem Stammsysteme 
und seinen m ersten Ableitungen zusammengesetzten Gebildes 

Da dasselbe, falls es ein gesetzmäfsiges darstellt, als ein Grenz- 
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fall einer bis in die w^ Stufe des Charakters unabhängigen Punkt- 
gruppe erscheint^ diese ihrerseits aber unter den Allgemeinbegriff 
des endlichen Punktsystemes fällt; werden an den Eingang einer an- 
schauungsgemäften Raumlehre die beiden Aufgaben treten: 

1) Die Feststellung der einfachsten unabhängigen Bestimmungs- 
stücke eines beliebig gegebenen räumlichen bzw. ebenen Punkt- 
systemes 

2) seine vollständige Beschreibung aus diesen Grundbedingungen. 

Die hier aus den Elementen der Raumvorstellung deduzierte Er- 
kenntnis von der fundamentalen Bedeutung der Systeme diskreter 
Anschauungselemente wird durch die Resultate der analytischen Geo- 
metrie gleichfalls nahe gelegt. 

Die algebraische Definition einer Fläche i^^") — Analoges gilt 
von der ebenen Kurve (7^*> — setzt das System von ^(n) Punkten 
auf diesem Gebilde in schärfsten Gegensatz zu dem Systeme von 
9p(n) Punkten. im Räume überhaupt. Das Gemeinsame in der Natur 
der Flächen n^' Ordnung ist also durch den Charakter je eines spe- 
ziellen Systemes einer bestimmten Anzahl ^(n) von Punkten^ das 
Besondere oder Charakteristische der einzelnen Fläche aber durch 
den Charakter eines Systemes von beliebigen ^>{fi) — 1 Punkten im 
Räume bedingt. Ist der Begriff der algebraischen Fläche n^ Ordnung 
rein durch die Anschauung zu fassen, so mufs letztere aus dem Systeme 
von ^>(n) Punkten des Gebildes das durch die Ordnung n involvierte 
konstante Gesetz , und aus dem Systeme von 9)(n) — 1 beliebig im 
Räume gewählten Elementen die individuellen Eigenschaften der 
durch sie gehenden Fläche n^^' Ordnung erkennen und das Gebilde 
vollkommen beschreiben können. Falls eine Theorie der algebraischen 
Flächen rein auf dem Boden der Anschauung möglich ist, wird 
sie ihren Ausgang auch hiernach von den räumlichen Punktsystemen 
nehmen. 

Aus diesen engeren Gesichtspunkten habe ich vor längerer Zeit 
eine Untersuchung der allgemeinen räumlichen Punktsysteme und 
ihrer Netze aufgenommen und in meiner 1888 vollendeten noch 
unveröffentlichten Habilitationsschrift ,, Geometrische Konstruktionen 
und Definitionen algebraischer Gebilde etc." die Frage nach den geo- 
metrischen Äquivalenzen der bekannten algebraischen Bedingungen 
für die Lage von g)(n) Punkten aufser oder auf einer Fläche n*®' Ord- 
nung eingehend behandelt. Eine später zum Zwecke des Druckes 
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begODnene Umarbeitung der Schrift zeigte mir die uDabweisliche 
Notwendigkeit^ einer allgemeinen Theorie der planaren und liuealen 
Netze eine solche ihrer räumlichen und ebenen Stammsysteme voraus- 
zuschicken. 

Es bietet der Baum gemäfs seinen drei Änschauungselementeu 
auch drei koordinierte Gattungen von Grundgebilden dar: 

1) das Punktsystem, 2) das Ebenensystem, 3) das Geradensystem, 
welchen sich vier Kategorieen gemischter Gebilde unterordnen. 

Die Definition des Charakters 

eines Punktsystemes $» bzw. eines Ebenensystemes En 

durch die Art der zugehörigen Einteilung 

der räumlichen Ebenenmannig- , der räumlichen Punktmannig- 

faltigkeit ' faltigkeit 

machte ihre erfolgreiche Behandlung abhängig von derjenigen 

1) des einfachsten Teilgebietes der Mannigfaltigkeit, 

des Primärvieleckes bezw. Primär vielflaches, 

2) der in den Elementen des Grundgebildes bestimmten Stamm- 
systeme, 

des Eantensystemes eines Strahlen- des Geradensystemes eines ebenen 

bündeis. Punktfeldes. 

Nach dem Erscheinen meines die erstgenannten Raumvorstellungen 
behandelnden Buches ,,Zur Morphologie der Polyeder Leipzig 189 1'' 
wandte ich mich dem Studium der Grundgebilde der Ebene und der 
ihnen korrespondierenden des Punktes zu. 

Die ebene Geometrie umfafst zwei einander koordinierte und 
reciproke Grundgebilde 

1) das Punktsystem ^ß», 2) das Geradensystem (r«, 

denen sich ein gemischtes System unterordnet 

3) ' 2;,,„ = $„, Gn. 

Zufolge der völligen Analogie in den Betrachungsweisen der 
beiden eigentlichen Grundgebilde sollte der Inhalt des Buches dem 
ursprünglichen Plane entsprechend sich in die drei Abschnitte gliedern: 
I. in die Ermittelung der unabhängigen Grundbedingungen einer 
endlichen ebenen Punktgruppe $n und in ihre vollständige Be- 
schreibung aus denselben; 
II. in die systematische Entwicklung der verschiedenen Klassen 

solcher Gebilde; 
III. in die Darstellung des Zusammenhanges zwischen den typischen 
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Punktsystemen einer gegebenen Singularität und den positiven 
und ganzzahligen Lösungen einer bestimmten lineardiophan- 
tischen Gleichung. 

Während der Ausarbeitung gewann jedoch schon der erste Ab- 
schnitt eine solche Ausdehnung, dafs mir eine Teilung des Buches 
in zwei Bände dringend geboten schien. 

Der vorliegende I. Band behandelt in den 15 Paragraphen des 
ersten Abschnittes die Theorie eines beliebig in der Ebene gegebenen 
endlichen Punktsystemcs $„, welche in den 2 Paragraphen des An- 
hanges durch ihre Übertragung auf die endlichen ebenen Geraden- 
systeme Gn und eine kurze Diskussion des gemischten Systemes Sm, n 
abgeschlossen wird. 

Bei der Neuheit der auftretenden Fragen wie der sie lösenden 
Methoden glaube ich das Verständnis der Schrift zu erleichtern, wenn 
ich hier noch eine genetische Schilderung ihres Gedankenganges und 
eine übersichtliche Zusammenstellung der hauptsächlichsten Resul- 
tate gebe. 

Die in § 1 aus den Grundthatsachen der Anschauung abgeleitete 
Definition des Charakters eines gegebenen endlichen Punktsystemes 

51Ji. = pl, p2f ..., Pn 

durch den Verein der nz Charakteristiken 

c(p,, p,, ^) = + l, ~1, 
führt unmittelbar zu der Hauptfrage: 

Existieren Kombinationen von Punktetripeln, welche alle für die 
Gesamtheit der Tripel notwendigen und hinreichenden Bestimmungen 
enthalten? 

Die singulären oder die Tripel der Charakteristik betreffend 
entwickelt der § 2 allgemeine Kegeln, um unabhängige Vereine 
derselben aufzufinden und damit den Grad der Singularität der vor- 
gelegten Punktgruppe zu bestimmen. 

Behufs Entscheidung der allgemeinen Frage wird in § 3 eine zweite 
Erklärung für den Charakter eines endlichen Punktsystemes aufgestellt. 

Es wird ein um einen beliebigen Punkt pi in vorgeschriebenem 
Sinne gedrehter Strahl die n — 1 übrigen Grundpunkte in einer be- 
stimmten Reihenfolge passieren: 

fi ; Vi } ' * -9 \¥a y • • w Vi, J 7 • • • ; r«_i > 
wo jedes Klammernpaar eine lineale oder eine Punktgruppe indiffe- 
renter Folge einschliefsL 
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Ich nenne die einem Punkte pi so zugeordnete Folge der übrigen 
Punkte das Ortszeichen oder den Index des Punktes pt in dem Systeme 

und setze bezeichnend 

a) bei linksseitigem oder positivem Drehungssinne: 

b) bei rechtsseitigem oder negativem Drehungssinne: 

c) bei unbestimmtem Drehungssinne: 

Dann definieren die n Indices 

'J(Pt). V(p,), ..., V(p.) 
das Indexsystem der gegebenen Punktgruppe ^n. 

Die Bedeutung dieses Schemas ergiebt sich aus den beiden 
fundamentalen Sätzen: 

Theorem 1. Damit ein Schema der Form 

'J(pt) = Pk, Pl, , Pm, y 'J{pk) = Pi , Pl^ , P/«. , 

'J(Pi) = Pm y Ph y P*. 7 'J{Pm) = Pl , Pu , Pt^ , 

worin die 2-2 Paare 

abgesehen von der Reihenfolge ihrer Elemente identisch sind mit 
resp. den beiden anderen 

pt, pm und pi, pi, 

übereinstimme mit dem Indexsysteme eines linear unabhängigen 
Punktequadrupels 

pi, Pk9 Pl7 Pmy 

ist es nothwendig und hinreichend, 

a) dafs entweder die Folge 

Pk7 Pl^> P<i; Ph 

nur zwei verschiedene Elemente aufweist, 

b) oder dafs sie drei solche zählt, 

c) oder dafs, falls vier vorhanden , die Folge 

pi} pk, Pi7 pm 
zu einer anderen Permutationsklasse gehört; 

Bborhftrd, Goometrle. 
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Theorem 2. In einem ebenen Punktsysteme 

stehen das Charakteristikensystem der ^ Punkttripel 

und das System der n Indices 

in eindeutig umkehrbarer Abhängigkeit. 

Der Begriff des Indexsystemes bietet gegenüber dem des Gharakte- 
ristikensystemes den grofsen Vorteil der Einheitlichkeit und Über- 
sichtlichkeit. Als eine erste Anwendung desselben wird in § 4 die 
durch eine Puuktgruppe ^n bedingte Einteilung des ebenen Strahlen- 
feldes in ein System sich ausschliefsender primärer Strahlenbereiche 
behandelt. Die Grenzen eines solchen sind durch eine gewisse Folge 
von mindestens drei und höchstens n Punkten bestimmt, welche sich 
aus dem Indexsysteme ablesen läfst. Der Paragraph schliefst mit 
der Aufstellung einer für alle Punktsysteme konstanter Singularität A 
invarianten Relation 

^8 — ^6 "" ^^6 — 3a?7 = 4 + 2Ä, 

worin Xm die Anzahl der Primär-m-Ecke bezeichnet. 

Die Untersuchungen des § 5 beziehen sich auf die in einem Index- 
systeme herrschenden Abhängigkeiten. Es werden zunächst mehrere 
Beweise des Satzes gegeben: 

Theorem 4. In jedem Punktsysteme ^n ist der Index eines 
Punktes durch diejenigen der n — 1 anderen bis auf seinen Drehungs- 
sinn unzweideutig definiert, 

und darauf derselbe an einer Gruppe aus vier festen und einem ver- 
änderlichen Punkte exemplifiziert Der hierbei bemerkenswerte Um- 
stand, dafs je vier von den zwölf Primärflächen, in welche die sechs 
Yerbindungsgeraden der vier festen Grundpunkte die Ebene zer- 
schneiden, rücksichtlich des in ihnen gelegenen fünften Punktes die 
gleichen Indices aufweisen, involviert die allgemeine Frage: 

Welches ist die Maximalzahl der Primärflächen in dem Systeme 
der Yerbindungsgeraden einer allgemeinen Punktgruppe ^«, denen 
in bezug auf diese die gleichen Indices zukommen können? 

Das Problem macht eingehendere substitutionentheoretische Be- 
trachtungen erforderlich und findet schliefslich seine Lösung durch 
die beiden Sätze: 



Vorrede. XXXV 

Theorem 5. In einem allgemeinen Punktsysteme 

können höchstens n Primärflächen in ihren Indices übereinstimmen, 
und zwar ordnen sich dann dieselben allemal za einer cyklischen Folge 

in welcher je zwei benachbarte Individuen 

F(q,) und F(q.+i) 

ein zu ihrer gemeinsamen Gren^ecke ))< gehöriges Paar von Scheitel- 
fiäcben darstellen; 

Theorem 5a. Wenn in einem Punktsysteme ^m ^ getrennte Primär- 
flächen F{(\i) gleiche Indices J((\i) besitzen, so gelten mit bezug auf 
mindestens eine Untergruppe 

pi , p2 , . . . , pm 
die Relationen 

J{pl) = ^(P2) J{pn) . 

In § 6 wird die Diskussion des Indexsystemes weiter fortgesetzt. 
Eine neue der Vorstellung des allgemeinen Punktetripels entnommene 
Grundthatsache der Anschauung führt zu den folgenden Grundgesetzen 
des Indexsystemes: 

Theorem 6. Wenn von den Indices der Elemente eines all- 
gemeinen Tripels 

Pij Pk, pt 
zwei die Formen haben 

J{pk) — pi, qi, qa, .. ., (\a,y ft, qt, qi, . . ., q«,, 

J{pi) =* P« » ^1 > ^2 > • • • > t,-?, , pkj ri , ri , . . . , r^, , 

(«, + «2 = ^i + ß.) 
und die Reihen 

fli I q2 , . . . , qa, und qj , q2 , . . . , q^ 
mit resp. den Reihen 

die gemeinsamen Gruppen besitzen 

\i} f2 , . • . , f/*i und ti , tj , . . . , tj, , 
dagegen die Reihen 

qi, qa, . .., qa. und ql, qi, . .., q^, 
mit resp. den Reihen 

Ti , Ta , . . . , t^^a und ti , rg ; . . . , r^^ 

die Gruppen 

c* 
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\i, \i, . . • ; f y» und tl , ti , . . . , id\f 
80 bestimmt sich der dritte Index notwendig durch 

JQfi) = Pk[\l, \2f . . ., Jn, ti, ig, . . ., tjj, p/, [fi, f2, . . . , fy,, ti, ti, . . ., tij ; 

und umgekehrt: 

Ist der Index eines der drei Elemente gegeben durch 

JO?i) =" Pk, [qi, q2, . . ., qj, p/, [ri, 12, . . ., r^], 
80 stellen sich diejenigen der beiden anderen allemal in den Formen dar 

J{pk) = pi[qi, q2, . . ., qoti, ti, r2, . . ., r^J, pi, [q^i+i, . . ., q«. t^i+i, . • •, tß] , 

Von den zahlreichen wichtigen Eonsequenzen dieses Satzes mag 
hier nur die eine hervorgehoben werden, die in gewissem Sinne eine 
Umkehr ung des Theoremes (4) darstellt, nämlich: 

Theorem 7. Wenn das Indexsystem einer Punktgruppe 

5Pn-l ^^pi) ^)2 , . . . , P»-i 
gegeben ist durch 

und es stimmt der gleichfalls bekannte Index 

J(Vn) = pi, p2, . .., p«-i 

eines n**^ Punktes pn mit keinem jener Indices überein, so ist das 
Indexsjstem der vollständigen Gruppe 

5p« = })i, pi, . .., p^ 

vollkommen und unzweideutig definiert. 

Der § 7 knüpft an die Betrachtungen des § 4 über primäre 
Punktgruppen an und unterzieht das System der so genannten Funda- 
mentaltripel eines gegebenen Gebildes ^„ einer eingehenden Er- 
örterung. 

Ein Fundamentaltripel erscheint charakterisiert durch zwei Daten: 

1) durch die ihm zukommende Charakteristik 

c{Pii Pk, P/) = ±l, 

2) durch den ihm zugehörigen primären Strahlenbereich 

a) PiiPk, Pi, b) pk\pi, pi, c) pipi, p^y d) p^ \pi, pk, pi 
mit den resp. Hauptpunkten 

a) pi, b) Pi, c) pi, d) p^. 
Es wird zunächst der Satz bewiesen: 
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Theorem 8. In allen möglichen ebenen Punktsystemen von je 
n Elementen erreicht die Anzahl der Fundamentaltripel ihr Mini- 
mum mit dem Werte n, 

und dann der gegenseitige Zusammenhang und die Yerknüpfungs 
weise der Fundamentaltripel in einem beliebigen Punktsysteme be- 
handelt. Es würde zu weit führen, alle hierher gehörigen Sätze 
einzeln aufzuzählen. Die Bedeutung des Vereins der primären Punkte- 
tripel eines Punktsystems beruht auf dem Satze: 

Theorem 9. Ein ebenes Punktsystem $» bewahrt bei stetigen und 
endlichen Bewegungen seiner Elemente so lange und nur so lange 
einen inyarianten Charakter, wie das System seiner primären Punkte- 
tripel bestehen bleibt; es ändert ihn allemal dann und nur dann, 
wenn ein Fundamentaltripel eine Inversion erfährt d. h. wenn der 
Hauptpunkt desselben die endliche Yerbindungsstrecke seiner beiden 
anderen Punkte passiert. 

Im Indexsysteme ist ein Fundamentaltripel nach einem Spezial- 
fälle des Theoremes (6) dadurch charakterisiert, dafs je zwei seiner 
Elemente in dem Iudex des dritten benachbart sind. Der Inversion 
des Tripels 

Piy Pk, Pi 

entspricht die Transposition der drei Elemeutepaare 

Pk, Pl] Ph Piy Piy pk 

in den drei Indices 

v(p,), v(p*), '«^(pO- 

Es zeigt sich^ dafs das obige Grundgesetz des Indexsystemes voll- 
kommen ausreicht, nicht nur die Gruppe der Fundamentaltripel son- 
dern auch ihre Minimalzahl n zu bestimmen. 

Das Beweisverfahren besteht in der Aufstellung eigentümlicher, 
nach einem gewissen Prinzip gebildeter Folgen von Elementetripeln, 
welche in ihren Endgliedern stets Fundamentaltripel liefern. Die Dis- 
kussion dieser so genannten Fundamentalreihen endigt die Unter- 
suchungen des Paragraphen. 

Das Theorem (9) legt den Gedanken nahe, dafs die Gruppe der 
nach Charakteristiken und Hauptpunkten wohl definierten Funda- 
mentaltripel eines gegebenen Punktgebildes $» die notwendigen und 
hinreichenden* Bestimmungen für seinen Gesamtcharakter enthalte. 
Um hierüber einen festeren Anhalt zu gewinnen, wird in den §§ 8 — 10 
die Beschreibung der verschiedenen Puuktgruppen $4, ^5 und ^q aus 
den nach Vorschrift des § 7 zusammenzusetzenden Gruppen von 
Fund amen taltripeln versucht. 
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Es ergiebt sich ohne Mühe^ dafs allen Systemen $4 nnd $5 je 
eine einzige Verknüpfung aus vier und fQnf Fundamentaltripeln zu 
Grunde liegt, und dafs sie durch jede zulässige Charakteristiken- 
kombination letzterer vollkommen und eindeutig bestimmt sind. 

Wesentlich komplizierter aber auch instruktiver gestaltet sich 
die Diskussion des Punktsystemes ^g. Die Resultate der dies- 
bezüglichen eingehenden Untersuchung bestehen in den folgenden 
Sätzen: 

Theorem 11. Sechs in der Ebene frei bewegliche Punkte können 
bei allgemeiner gegenseitiger Lage im Ganzen vier verschiedenartige 
Verkettungen primärer Punktetripel bilden, nämlich entsprechend 
den Schematen: 

I- hf Pl> Pi^ Pl> P«» Pb\ Pi> Ps; Pi'i Piy P^y Pö? p4» PbJ PeJ fe. p6> Pl'? 
II- Pu P2» Ps\ PtJ P8. Pll P«» P4> P65 P6» P4» Pn p6^ Pl» Pb^ p6» P6> Va5 

in. pi, p^y P3; p2, p8, P45 p3, p4, ))5; p4, V5, pi; 

P6» Pl> Ps; P6» Pl» P4; P6» P2? P5; 
IV. p8, pi, P4; pi, p4, pa; p4, p2, Pöi P2' P6» Ps; P6? Ps» PlJ 

Pei Pi» P»; P«> P«; Psi P6? P3) P4; Pe? p4> Pöi Pe» Pö» Pi • 

Die Puoktsysteme der gleichen Gruppierung von Fundamental- 
tripeln konstituieren eine Klasse äquivalenter^ d. h. solcher Gebilde, 
welche unter Erhaltung des allgemeinen Charakters durch passende 
stetige Bewegungen ihrer Elemente mit einander zur Deckung gebracht 
werden. Sie besitzen ein und dasselbe bis auf den Drehungssinn 
des einzelnen Index unzweideutig bestimmte Indexsystem. 

Gemäfs den verschiedenen für die Fundamentaltripel einer Ver- 
kettung wählbaren Charakteristikenreihen sondern sich die Individuen 
einer Klasse selbst wieder in mehrere getrennte Kontinuen isothe- 
tischer Gebilde^ und zwar die Mitglieder der beiden Klassen 

L ^e und IV. 5ße 
in je vier; die der beiden anderen 

II. ^ße und in. ^6 
in je zehn. Insgesamt existieren daher 28 allothetische Anordnungen 
von sechs lineal unabhängigen Punkten der Ebene. 

In den Klassen lU. ^^ und IV. ^^ herrscht zwischen den Charakte- 
ristikenreihen der Fundamentaltripel und den Systemen der Indices 
jeder beliebigen Punktgruppe eine eindeutig umkehrbare Abhängigkeit. 
Das Gleiche gilt innerhalb gewisser acht Unterkontinuen der Klasse 
II. ?Pg und in einem der Klasse I. 5ße . 
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Dagegen definieren die Charakteristiken der Fundamentaltripel 

1) in den noch übrigen zwei Unterkontinuen der Klasse II. $g 
zwei — 

2) in den drei weiteren 

I,. ^e , I,. ^e , I,. ^, 
der Klasse I. ^^ aber resp. 

zwei, zwei und drei 

Indes Systeme allothetischer Punktgruppen. 

Der Charakter oder das Indexsystem eines lineal unabhängigen 
Punktgebildes ^^ wird daher ganz allgemein durch die Art der Ver- 
kettung seiner den Charakteristiken und Hauptpunkten nach wohl 
definierten Fundamentaltripel vollkommen und unzweideutig bestimmt. 

Der § 10 endlich giebt eine Beschreibung der verschiedenen 
singulären Systeme ^^^ und ihres gegenseitigen Zusammenhanges. 

Die allgemeine und fundamentale Frage, ob der Charakter oder 
das Indexsystem eines beliebigen allgemeinen Punktgebildes $„ durch 
die Gruppe seiner vollkommen definierten Fundamentaltripel eindeutig 
bestimmt sei oder nicht, deren vollständige Beantwortung den Inhalt 
der vier letzten Paragraphen des Abschnittes bildet, wird man in 
Anbetracht der über die Punktsysteme ^^ abgeleiteten Sätze a priori 
so formulieren: 

1) Stimmen zwei allgemeine Punktsysteme 

mit korrespondierenden Fundamentaltripeln 

^L' K' K "°^ ^^' K' K 

h h n h h h 

(A = l, 2, 3, ..., v) 
von gleichen Charakteristiken 

und entsprechenden Hauptpunkten 

p.^ und p;'^ 

allgemein auch in den Indices korrespondierender Elemente überein? 
Dieselbe entscheidet sich offenbar zugleich mit der anderen: 

2) Besitzen zwei allgemeine Punktsysteme 

?ß; = p;, pi, • ■ ., p« und ^'n ^ pi', pr, . . ., p» 
mit den Indexsystemen 
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'^(Pi) = Pkf Kf Pkf ' • •> '^(PO = pa„ pü^, pa\, . . ., 

'^(Pa) = p6», Pi, p6„ . . ., 't7(pi') = pß\, pß^j pß\, . . ., 



'^(P«) = Pr., Pr., Pr„ • . ., 'J{Pn) = P^i, P^, P^i? • • •; 

WO unter allgemeiner Annahme gleicher Suffixe 

«1 = «1 , 61 = /Ji , . . . , r^ = Qi 

für die Anfangselemente entsprechender Indices in mindestens einem 
Paare solcher 

V(p;) und 'Jipit') 

zwei an entsprechenden Stellen stehende Elemente 

pk^ und p'J^ 

verschiedene Suffixe aufweisen 

stets ein Paar korrespondierender Fundamentaltripel 

Pi, pÄ, p/ und pi', pk, pl\ 

welche entweder in den Charakteristiken oder in den Hauptpunkten 
oder in den einen wie in den anderen differieren? 

Die Behandlung des Prohlemes in der zweiten Fassung verlangt 
je nach den Verschiedenheiten der verglichenen Indeisysteme auch 
veränderte Schlufs weisen , und zwar unterscheidet sie die beiden 
HauptföUe: 

1) wo alle Unterschiede in den Elementefolgen entsprechender 
Indices lediglich aus dem Wechsel der Drehungsrichtungen 
entspringen, 

2) wo besagte Unterschiede für mindestens ein Paar entsprechen- 
der Indices 

J{Pk) = Pk^y P*., P*., • • • und 'J(pk) = px[f Pxl, pi;, . . . 

(*1 = ^l) 

unabhängig von deren Drehungssiun gelten, so dafs weder die 
Gleichung 

h = xa 
noch die andere 

für jedes beliebige h erfüllt ist. 

Der erste Fall erledigt sich leicht mit Hilfe des folgenden all- 
gemeinen Satzes: 
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Wenn für zwei Panktsysteme 

$ß; = pi', . . ., pn und 5ß;' = pr, . . ., pn 

die Indices entsprechender Punkte 

pH und pÄ 
der Gruppen 

"^m^^pi, . . . , pm und $;; — pr, . . ., Pm 
ganz analog gebildet sind 

'J(ph) = W», pA,, pA,; ... und 'J(ph) = Pä", ph^, ph[, . . ., 
und wenn die Indices entsprechender Elemente 

pi und p/' 
der restierenden Gruppen 

sich nur im Drehungssinn unterscheiden 

'JirfT) ■= p.- , p,;, p,:, ... und 'j(po — , |)^, p;:, p-, 

so giebt es in den Ebenen der beiden Panktsysteme allemal zwei 

Geraden 

g' und g\ 

welche dieselben in zwei Gruppen teilen: 

$ß;i^;-;„ und W^Wn-^m. 

Indem man die für das sechspunktige System eingeführten Be- 
griffe äquivalenter und isothetischer Punktegruppen allgemein an- 
wendet, leitet man aus Vorstehendem leicht den anderen Satz ab: 

In zwei äquivalenten, aber nicht isothetischen Punktegruppen 

?ß; = p;, . . ., pn und 5ß;' ^lE pr, . . ., pii 

giebt es mindestens ein Paar entsprechender Fundamentaltripel 

p'iy picy p\ und p'i\ pk, p'i\ 
welche entweder in den Charakteristiken nicht übereinstimmen oder 
doch in den Hauptpunkten nicht korrespondieren. 

Gleichzeitig findet man 

Theorem 12: Ist unter den 2("> formal bestimmten Indexsystemen 

irgend eines realisierbar dnrch ein Punktesystem 

5ß« = pl, p2, ..., Pny 

so kommt diese Eigenschaft allemal noch ebenso vielen anderen zu, 
als eine in der Ebene von ^„ bewegte Gerade verschiedene Lagen 
zu letzterem annehmen kann. 
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Den zweiten Hauptfall betreffend wird man mit bezng auf das 
im ersten erlangte Resultat sich von vorneherein die Aufgabe stellen, 
nachzuweisen^ dafs durch die Inäquivalenz der Indexsysteme 

'J{Y^ und V(»)0 
(Ä = 1 , 2, . . ., n) 

zweier allgemeinen Punktegruppen 

% und ?ß;' 

stets auch die Inäquivalenz der Systeme ihrer Fundamentaltripel be- 
dingt ist. Dieser Zusammenhang mufs aber in dem Mafse klarer 
hervortreten, als es gelingt, die charakteristischen Abweichungen der 
beiden Indexsysteme von einander zu analysieren. 

Wie ohne weiteres einzusehen, führt jede stetige und endliche 
Translation zweier derselben Ebene angehörigen inäquivalenten Punkte- 
gruppen in einander zu einer Verbindung 

in welcher je zwei benachbarte Gruppen durch die Inversion eines ein- 
zigen Fundamentaltripels, und folglich die ihnen entsprechenden Index- 
systeme durch einen irreducibeln Elementwechsel unterschieden sind. 

Hieraus ergiebt sich als natürliche Quelle der gesuchten Analyse 
die Lösung der Aufgabe: 

Aus den formalen Verschiedenheiten zweier gegebenen Index- 
systeme 

I. 'J(l)i), V(p,), ..., 'J(p,) und L 'J(^)i), 'J(P2), ..., '"J(p«) 

eine Folge von nacheinander möglichen Elementwechseln abzuleiten, 
welche das erste in das zweite umformen. 

Dieses Problem führt in allen Phasen seiner Behandlung auf 
die Grundoperation der entsprechenden Umwandlung einer beliebigen 
in ein Fundamentaltripel, welche ihrerseits auf gewissen aus den 
Bildungsgesetzen des Indexsystemes zu folgernden allgemeinen Be- 
stimmungsweisen solcher Tripel beruht. 

Das Endergebnis der ziemlich verwickelten, den bei weitem 
gröfseren Teil des § 11 ausfüllenden Untersuchungen ist das 

Theorem 15: Sind zwei inäquivalente, in allen ihren Elemente- 
quadrupeln geometrisch-deutige Indexsysteme gegeben durch 

I - '/(pO, 'J^CvO, . . ., 'J{Vn) und 1 = V(px), 'J{)?,), . . ., V(p„) 
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80 liefert allemal ein wohlbestimmtes Verfahren zwischen beiden eine 
Yerbindungskette von paarweise gleichfalls inäquivalenten Systemen 

I,I',T",... ,!(?),!, 

in welcher zwei benachbarte Systeme durch die endliche und ein- 
deutige Inversion eines einzigen Fundamentaltripels unterschieden sind. 

In § 12 wird zunächst ein neues wesentlich einfacheres Trans- 
formationsverfahren zweier beliebigen Indezsysteme in einander ent- 
wickelt. Dasselbe fDhrt zu den allgemeinen und fundamentalen Sätzen: 

Theorem 15 a. Jedes charakterisierte Indexsystem 

läfst sich in irgend ein anderes 

durch die Inversionen einer bestimmten Folge von Fundamental- 
tripein überführen; 

Theorem 16. Jedes charakterisierte Indexsystem involviert 
1 -i-^n^n — 1) bestimmte Darstellungen des speziellen Charakters^ 
dafs innerhalb einer jeden die Gruppe der Elementetripel vollkommen 
und unzweideutig definiert ist. 

Noch ein zweites bereits in § 5 und § 7 behandeltes allgemeines 
Problem findet durch das abgekürzte Transformationsverfahren seine 
endgültige Erledigung, nämlich die Frage nach den zwischen den 
Indices eines Systeijies bestehenden gegenseitigen Abhängigkeiten. 

Man deduziert den Satz: 

Wenn zwei Indexsysteme 

J{Vi), Jipi), ' . ., J{Vn) und J(pi), J(pi), . . ., J{p„) 
in m Paaren entsprechender Indices übereinstimmen, 

in den n — m anderen aber abweichen, 

SO existiert in dem einen wie in dem anderen mindestens je ein aus 
drei Elementen 

gebildetes Fundamentaltripel; 

und aus demselben die bemerkenswerten Theoreme: 

17. Teilt man unter Annahme eines beliebigen Indexsystemes 
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die Elemente p^ so in zwei Gruppen 

Pl, p2; . • -7 Pm und pm+l, P/n+2, • • •, pj. , 

dafs einerseits zu jedem Elemente der ersten Gruppe mindestens ein 
Fundamentaltripel gehört, welches zwei Elemente der zweiten Gruppe 
enthält; andererseits in jedem Fundamentaltripel mindestens ein Ele- 
ment der ersten Gruppe vertreten ist, so werden durch die m Indices 

die w — m übrigen 

bis auf ihre Drehungsrichtungen eindeutig bestimmt; 

17 a. In jedem allgemeinen Indexsysteme von n Elementen giebt 
es stets E{yn) Indices, welche durch die übrigen bis auf den 
Drehungssinn unzweideutig fixiert sind. 

Den Gegenstand des § 13 bildet die Behandlung des fundamen- 
talen Problemes: 

Gegeben seien zwei inäquivalente allgemeine Indexsysteme 

1) Ji'Pl), APd, • • ., APn) und T) JipO, J{P,), . . ., J(Pn) 

durch die in erweitertem Sinne geometrisch deutigen Schemata: 

I') 'JQpl) = P2, P3, . . ., Pn, T') 'J(pi) = p2, p3, "^, Pn 

'J(P2) = pi, pa^, pa^, . . ., pa^ '/(pj) = pi, pa^j pa^j • • ., pa^j 



'J{Pn) = pi, Pr^7 Pr^, • • •, Pr^ 'JiPn) = pl, pQ^y Pq^j .. ., P^ ^, 

C{PU Ph Pi+h) = + 1 = C(pl, pi, V,+a). 

Es soll gezeigt werden, dafs diese Darstellungen auch stets in- 
äquivalente Gruppen von Fundamentaltripeln definieren. 

Die Beweisführung stützt sich auf einige allgemeine Eigenschaften 
einer beliebigen das Schema I' in das andere V transformierenden 
Folge endlicher und eindeutiger Inversionen 

Jede solche Reihe setzt sich aus zwei Eategorieen von Elementwechseln 
zusammen, einerseits aus wesentlichen, d. h. denjenigen, welche einen 
zwischen entsprechenden Indices 

'J(pi) = pi, . . ., Ph . . ., pkf ... und 'J(pi) = pi, . . ., pjfc, . . ., pi, . .. 

von vorneherein bestehenden Unterschied der Elementanordnungen 
ausgleichen, andererseits aus unwesentlichen, d. h. denjenigen, welche 
im Gefolge eines derartigen Ausgleiches auftreten. 
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Betreffs derselben ergeben einfache Überlegungen die Sätze: 

1) Die Gesamtzahl der in den n — 1 Paaren zugeordneter Indices 

V(pi) = ^)i, ..., ^)I, ..., p'kf ... und 'J()fi) =« pi, "'9pk, ..., pi, ... 

(i = 2, 3, . . ., n) 
vorhandenen Inversionen 

1, 2; 2; und 1, 1c, l 

stellt allemal ein Multiplum von 3 dar; 

2) in einer beliebigen das eine in das andere System transfor- 
mierenden Folge von Inversionen 

tritt eine wesentliche stets in ungerader^ eine unwesentliche stets in 
gerader Zahl von Wiederholungen auf. 

Die hier getroffene Unterscheidung wesenüicher und unwesent- 
licher Inversionen in obiger Elementartransformation findet ihre Be- 
gründung in dem Satze: 

Jede durch ein Paar aufeinander folgender Elementwechsel des- 
selben Tripels 

bestimmte Yerbindungskette 

kann durch eine ihr äquivalente andere ersetzt werden 

aus welcher die nun benachbarten Inversionen %ay Zi als sich ent- 
gegengesetzt ausscheiden. 

Der Beweis wird mit Hülfe der sogenannten Intermediärgruppen 
gefQhrt. Dieselben sind definiert durch die Beziehung: 

Wenn unter den Tripeln der Inversionenfolgen 

(Za = a, b, c :^ %,) 
eines der Form auftritt 

h ß; 6; 

80 sind allemal auch die Bildungen enthalten: 

E, a, c und j, b, c. 

Da die Reduktion der betrachteten Inversiouenfolge mit der wachsen- 
den Anzahl m ihrer Intermediärgruppen 

a, b; E,-; b, c, £.-; a, c, £.■ 
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sich mehr und mehr kompliziert, wird das bezügliche Verfahren zuerst 
für die speziellen Fälle m *= 2, 3 entwickelt und dann mittelst In- 
duktion verallgemeinert. Man gelangt durch wiederholte Anwendung 
des Satzes zu dem wichtigen 

Theorem 18: Jede beliebige zwei inäquivalente Indexsysteme 

— KPu Pij Pk) = c(pi, pi, pk) — 

in einander transformierende Inversionenfolge läfst sich in eine irre- 
duzible d. h. eine solche Reihe umformen, welche nur noch die wesent- 
lichen Inversionen und zwar jede genau einmal enthält. 

Diese fundamentale Eigenschaft der aufgestellten Inversionen- 
folge gestattet in Verbindung mit Früherem die wichtigen Folge- 
rungen: 

Theorem 18 a. Die Anzahl der Inversionen jeder Folge von ver- 
schiedenen nach einander hervortretenden Fundamentaltripeln, durch 
welche zwei gegebene inäquivalente Indexsysteme des angegebenen 
Charakters in einander elementar übergeführt werden, ist eine von 
der Bildungsweise der Folge unabhängige invariante Zahl, das so- 
genannte Mafs der Inäquivalenz beider Systeme; 

und 18 b. Zwei in einem Paare entsprechender Indices und in 
den Charakteristiken der korrespondierenden Tripel des betrefiPenden 
Elementes übereinstimmende inäquivalente Indexsysteme 

I. V(pi), 'J(pO, . . ., 'J(pn) und L V(pi), '7(pO, . . ., 'J<Pn) 

- <Pi; Pi, Pi) = C(pi, pi, pk) — 

besitzen stets inäquivalente Gruppen von Fundamentaltripeln. 

Definiert man ganz allgemein als inäquivalent zwei Schemata 

welche bei jeder innerhalb des einen ausgeführten Permutation der 
Elemente 

pit p2, . . ., pn 

mindestens rücksichtlich eines Paares entsprechender Indices diflPe- 
rieren, die Drehungsrichtungen letzterer sind hierbei irrelevant, so 
kann man, wie weiter gezeigt wird, an Stelle des speziellen Theo- 
remes (18b) das allgemeinere formulieren: 

Theorem 19. Inäquivalente Indexsysteme besitzen stets inäqui- 
valente Gruppen von Fundamentaltripeln. 

Hieraus aber resultiert unter Mitberücksichtigung älterer Be- 
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Ziehungen als Endergebnis der gesamten Untersuchung der allgemeine 
und fundamentale Satz: 

Theorem 20. Ein Indexsystem ist durch die Gruppe seiner voll- 
ständig definierten Fundamentaltripel unzweideutig bestimmt. 

Auf die geometrische Darstellung übertragen, lauten die beiden 
letzten Sätze: 

19 a. Zwei allgemeine ebene Punktsysteme mit differierenden In- 
dexsystemen besitzen stets inäquiyalente Gruppen von Fundamental- 
tripeln; 

und 20 a. Ein allgemeines ebenes Punktsystem ist durch die Gruppe 
seiner nach Charakteristiken und Hauptpunkten gegebenen Funda- 
mentaltripel vollkommen und unzweideutig definiert. 

Aus der Auffassung eines siugulären ebenen Punktsystemes als 
des gemeinsamen Grenzfailes mehrerer allgemeinen Systeme und aus 
seiner stets möglichen Rückbildung in letztere folgt unmittelbar der 
unbeschränkte Geltungsbereich der gewonnenen Resultate. 

Die Theorie des gegebenen endlichen Punktsystemes findet mit 
§ 14 ihren Abschlufs in der vollständigen Bestimmung eintfs Index- 
systemes aus der Gruppe seiner Fundamßntaltripel, für welche all- 
gemeine Methoden entwickelt und an Beispielen erläutert werden. 

Der Nachweis, dafs ein den in Theorem (6) enthaltenen Grund- 
gesetzen des Indexsystemes genügendes formales Schema 

auch stets durch ein Punktsystem $» realisierbar sei, mufste als auf 
den bisherigen völlig heterogenen Grundlagen, nämlich auf Eonti- 
nuitätsbetrachtungen basierend, auf den zweiten Band der Grund- 
gebilde verwiesen werden. 

Königsberg, im Dezember 1894. 

V. Eberhard. 
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Erster Absclinitt. 

Das endliche ebene Punktsystem 
in allgemeinster und nrsprfinglichster Anschannng. 

§ 1. Der Charakter des ebenen FnnktoystemeB« 

Ein in einer Ebene beliebig fixierter Komplex diskreter Punkte 

Pn Pif Psi l^i» • • • 
stellt ein ebenes Punktsystem dar, wenn unter allen möglichen 
Kombinationen 

Pij Pt^ Pi 

mindestens eine von der Beschaffenheit vorhanden ist, dafs ihre drei 
Elemente die gegebene Ebene als diejenige des Punktsystemes festlegen. 
Die hierdurch getroffene Unterscheidung zweier Erscheinungs- 
formen des Punktetripels, 

1) des allgemeinen oder des die Ebene bestimmenden, 

2) des besonderen oder des lineal abhängigen, 

läfst ' die erstere als die einfachste oder als die Stammform eines 
ebenen Punktsystemes erkennen. 

Es sollen alle diejenigen Lagenverhältnisse in einem zusammen- 
gesetzten Systeme 

^'d P2} Psf Pl7 ' ' 't 

welche in erster und ursprünglichster Form schon in den einzelnen 
Punktetripeln 

Piy Pk, Pl 

als in seinen nicht weiter zerlegbaren, ihm gleichartigen Bestand- 
teilen zur Anschauung kommen, als mafsgebend für die erste Stufe 
in dem Charakter des Punktsystemes betrachtet werden. 

Die Anschauung fafst an einem aus dem gegebenen Punkt- 
systeme willkürlich herausgegriffenen allgemeinen Tripel 

Pn Pk, pl 

zwei wesentlich verschiedene Kategorieen von Eigenschaften auf: 

Eberhard, Geometrie. 1 
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1) innere oder absolute, nämlich solche^ welche lediglich auf der 
gegenseitigen Lage der Punkte des Tripels beruhen, 

2) äufsere oder relative, nämlich solche, welche die räumliche 
Stellung des Tripels zu dem Beobachter kennzeichnen. 

Die Eigenschaften erster Art sind zusammengefafst in folgenden 
Sätzen : 

Es bestimmen die drei Punkte 

drei einfache Strahlenbüschel 

S(p,), 8(p,), S(p,). 
Dieselben haben paarweise, 

S(Pi) und S{p,), S(p,) und S{pi), S{pi) und S(pi), 
je eine Gerade gemein, 

Ph Pk\=9i, \pkj pi\= gi, i pi, pi \=gk' 



Eine Gerade durch den Punkt px fixiert einen Punkt auf der 
Geraden g^, ein Punkt auf der Geraden g^ festigt eine Gerade durch 
den Punkt px^ 

Es wird das Büschel S{px) durch die Geraden gy, g, zerlegt in 
die Teilbüschel oder Primärwinkel 



\px\, und |p,,2, 
entsprechend die Gerade gx durch die Punkte p«, p^ in die Teilstrecken 

I Py, P» li und I py, p, la , 

und zwar projecieren die Strahlen des winkeis * die Punkte 

AUisen^ i)x Is 

, endlichen- , inneren- ^t i_- j x i IP»» P*li 

der „. - oder .. « Verbindungsstrecke \^ ^ • 

unendlichen- aufseren- ° |py, p,\^ 

Die drei Innenwinkel Die drei Aufsenstrecken 

\Pi\i7 IP*ll> IP'li IP*» P'L \Ply Pili} \Pi7 Pk\i 



definieren ein gemeinsames Punkt- definieren ein gemeinsames Strah- 

kontinuum lenkontinuum 

^{Pi, Pk, Pd, Po^lPiy P*> Piy 

begrenzt von den drei endlichen begrenzt von den drei Aufsen- 

Strecken winkeln 

IPö P*|i; \Pk, Pl\iy \pi,Pi\l' IP.'a? ^Pk\if \pl\2' 



§ 1. Der Charakter des ebenen Punkts jstemes. 



Dasselbe bildet das Aufseo gebiet 
des StrahleDkontinuums 

Ein Innenwinkel und zwei 
Aafsenwinkel 

defioieren ein gemeinsames Punkt- 
kontinuum 

IMi— ^, 

begrenzt von einer Innen- und zwei 
Aufsenstrecken 



Pt; Mm IPm M2.1 \Piy Pk\i' 

Dasselbe bildet das Aufsengebiet 
des Strahlenkontinuums 

Pi\Pk7 Pi- 

Die 4 Punktkontinuen oder Pri- 
märdreiseite 

^(Pi, Pky Pl)y 

Pi l— ^f IPkll — ^, l^ll — ^ 



Dasselbe bildet das Aufsengebiet 
des Punktkontinuums 

^(Pi7 Pk, Pd- 
Zwei Innensirecken und eine 
Aufseustrecke 

IPm Pk\l7 \Pi7 Pl\l, \pky Pl\i 

definieren ein gemeinsames Strah- 
lenkontinuum 

Pi\Pk, Pi, 

begrenzt von einem Aufsen- und 
zwei Innenwinkeln 

pi I« ? \Pk\lf I ^ li . 



I 



Dasselbe bildet das Aufsengebiet 
des Punktkontinuums 

\Pi\i — ^' 

Die 4 Strahlenkontinuen oder 
Primärdreiecke 

P« 1^-; pk, Plf 
Pi\pkf Ph Pk\pl, pi, Pl\piy pk 

ergeben in ihrer Gesamtausbreitung 
das vollständige ebene Strahlenfeld. 



ergeben in ihrer Gesamtausdehnung 
das vollständige ebene Punktfeld. 

Entsprechend definieren: 
1) je drei derselben 1) je drei derselben 



a)|p.'i-^, \pki—^, l^'i-^, 

t) ^, IPxii — ^, |^)y|i — ^ 

das Punktgebiet eines Strahlen- 
kontinuums 

a) P<^\Pi^ PkyPly b) p.\p:c,Py] 

2) je zwei von ihnen 

a) |p,ji — ^ und Ipyli — z/, 

b) z/ und I pa? Ii — ^ 

die Deckungsfläche zweier Primär- 
dreiecke 

a) p«|p<, pkj pi und PmIPx, Pv, 

b) pp P*,p. und p.lp;,, py, 



a) Pi\Pk,Ph PklPhpiy Pi\pi,pk, 

b) pco\pi,pk,pl, Px\Py,pM,Py\pxjpz 

das Strahlengebiet eines Punkt- 
kontinuums 

a) ^{PhPky P0> b) \p,\^ — J] 
2) je zwei von ihnen 

a) pxlpy, p. und py\px,p.y 

b) P<*>\pi, pk, pi und px\py, pM 

die Gesamtfläche zweier Primär- 
dreiseite 

a) ^ und |p, li — z/, 

b) IPyli — -^ und |p,|i — z^, 
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nämlich das Primärzweiseit 

3) jede einzelne Fläche 

den gemeinsamen Deckungsbereich 
dreier Strahlenkontinuen 



nämlich das Primärzweiseit 

a) 1^,1, b) Ip^Is; 

3) jeder einzelne Bereich 

a) Pooipo pk, pi, b) ^);,t^> ^ 

die Ausbreitaugsfläche dreier 
Pimktkontinuen 



Jedes Primärdreiseit bestimmt 
ein solches zweidimensioqales 
Punktkontinuum, dessen Elemente 
aufserhalb der drei Geraden 



a)P.|P*,^, Pk\pi,pi, Pilpiypky a) \pi\i-^,\pk\i-^,\Pi\i—^y 

^)Py\Px,Pz, Pz\pxfpyy P<^\pxypyypz. b) • ^ , \pyl—Jy \p,\j^ — ^. 

Die 2 • 4 Primärgebilde gruppieren sich also zu vier Paaren ein- 
ander ausschliefsender reciproker Primärdreiseite und Primärdreiecke 

1) J(pi,Pk,pd 2) \pi\i — ^ 

P^'lPiypkypl' Pi\Pk,Pl ' 

3) |P*.i~^ 4) \pi\i-^ 

Pk\piy Pl ' PtlPiy Pk ' 

welche vereinigt die volle Ebene sowohl als Punkt- wie als Strahlen- 
feld darstellen. 

Jedes Primärdreieck bestimmt 
ein solches zweidimensionales 
Strahlenkontinuum, dessen Ele- 
mente aufserhalb der drei Punkte 

Piy Pky pl 

stetig in einander übergehen 
können. 

Ein beliebiger Innenstrahl des- 
selben ist Aufsenstrahl des re- 
ciproken und Teilstrahl der drei 
anderen Primärdreiseite^ und zwar 
teilt er in den drei Nebenstrecken 
der Grenzstrecken des ersteren je 
zwei Grenzstrecken der letzteren. 

Es teilt daher eine beliebige 
Gerade der Ebene in allgemeiner 
Lage zu dem Punktetripel in be- 
zug auf irgend ein Primärdreiseit 
entweder je zwei oder keine ein- 
zige Grenzstrecke, 



\PkyPl\y \Pl,Pi\ 

einander übergehen 



\PiyPk\ 

stetig in 
können. 

Ein beliebiger Innenpunkt des- 
selben ist Aufsenpunkt des re- 
ciproken und Teilpunkt der drei 
anderen Primärdreiecke, und zwar 
teilt er in den drei Nebenwinkeln 
der Grenzwinkel des ersteren je 
zwei Grenzwinkel der letzteren. 

Es teilt daher ein beliebiger 
Punkt der Ebene in allgemeiner 
Lage zu dem Geradentripel in be- 
zug auf irgend ein Primärdreieck 
entweder je zwei oder keinen ein- 
zigen Grenzwinkel. 
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Endlich kann noch jede Fläche 

als aus zwei durch die unendlich ferne Gerade getrennten Teilflächen 
bestehend aufgefafst werden , von denen die eine als Seitenfläche 

F 

die andere als Scheitelfläche 

F. 

der Dreiecksfläche A erscheinen« 

Mit den angegebenen sind alle Wahrnehmungen erschöpft^ welche 
das allgemeine Punktetripel an und f&r sich darbietet. Sie sind für 
alle solchen Tripel genau dieselben und lassen daher diese ihrem 
Charakter nach als durchaus gleichwertig erscheinen. 

Die noch übrigen ^ die Beschreibung des Punktetripels ab- 
schliefsenden Eigenschaften sind, wie schon bemerkt, relativer Art. 
Sie hängen nämlich infolge der durch die Ebene bedingten Zwei- 
teilung des Raumes von der Wahl des Beobachtungsortes in der einen 
oder der anderen Hälfte ab und bringen gewisse, dem gewählten 
Standorte entsprechende Unterscheidungen der verschiedenen aus den 
Elementen des Tripels zu bildenden Anordnungen zum Ausdruck. 

Der auf einer Seite, der Bildfläche oder dem Operationsfeld der 
Ebene stehende Beobachter abstrahiert: 

1) aus der Fähigkeit der eigenen Vorwärts- und Rückwärts- 
bewegung von seinem Standort zunächst eine diskrete, dann eine 
stetige Folge von Standpunkten in einer geradlinigen Reihe mit posi- 
tiver und negativer Richtung; 

2) aus der Fähigkeit der eigenen links- und rechtsseitigen Drehung 
in einem Standort die Vereinigung zunächst einer diskreten, dann 
einer stetigen Folge von Richtungen in einem centralen Büschel mit 
positivem und negativem Drehungssinn. 

Ein beliebiges durch den Beobachter so nach Lage und Bewegungs- 
richtungen wohl definiertes Paar vereinigter reciproker Elemente, 

eine Punktreihe g mit einem ein einfaches Strahlenbüschel p 
Punkte |), mit einer Geraden g^ 

und das dadurch in der Ebene mitbestimmte analoge Paar, 

die unendlich ferne Punktreihe ^ao das Parallelbüschel g» mit dem 
mit dem Punkte g«, unendlich fernen Strahle g^, 

teilen das ebene Punktfeld teilen das ebene Strahlenfeld 

in zwei getrennte Kontinuen, 
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in ein positives in ein positives 

+ Fig,g„) +-S(P,9») 

und ein negatives und ein negatives 

-F{g,g^), — Ä(p,9oo), 

durchstrichen von einem veränder- durchstrichen von einem veränder- 
lichen Halbstrahl bei positiver liehen Centrum bei positiver Be- 
Drehung um den Punkt p aus den wegung in der Geraden g aus den 
Lagen Lagen 

p7 + 9» ™<i P> — 8« + P und — p 

in resp. die anderen in resp. die anderen 



p, — 9« und p, + fl«. +9« und — 9« . 

Der Übergang aus dem einen in das andere Kontinuum erfolgt 
durch die Punkte der Reihen durch die Strahlen der BCischel 

g und ^00. p und 9». 

Dies festgestellt^ betrachte man ein allgemeines Punktetripel 

Po P*; P<- 

Wenn in den drei Geraden 

die Richtungen 

P.- Pky pk pi, pi p.- 

zu positiven gewählt werden^ definieren die drei Paare vereinigter 
Elemente 

pM gi\ P*, ^.-5 P«, 9k 

in der Ebene 3 • 2 Eontinuen: 

+ Fl, - JP,; + Fi, - Fr, + F*, - -Fi, 

Dann aber liefert die Anschauung betreflFs der Verteilung der 
Elemente 

Po Pkj p< 9ij gky 9i 

auf die respektiven Gebiete 

±Fi, ±F*, ±F, +S,, ±S*, +Ä 

unmittelbar die Unterscheidungen: 

1) entweder sind alle Elemente in den entsprechenden positiven 
Kontinuen gelegen^ 

2) oder sie sind sämtlich in den entsprechenden negativen enthalten. 
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Demgemäfs sollen die drei cyklischen Folgen 

Pit P*j ft; Pk, Pi, Pi] Pi, Pi, pk 
resp. als positive oder negative^ dagegen die drei anderen 

Pii Ply pkt Plj Pky pi] pk, pi, pi 

resp. als negative oder positive Anordnungen aufgefafst; und ihre 
Charakteristiken durch die Gleichungen definirt werden: 

c(po P*, pi) = c(^, Po pi) = c{pi, Po p*) = + 1 ; 
c(P.-, Po P*) = c(po pk, pi) = c(p*, pi, pi) = + 1 . 

In der Folge sollen 

in einem Strahlenbüschel p die in einer Punktreihe g die beiden 

beiden Arten des links- und Arten des endlichen und unend- 

rechtsseitigen stetigen Überganges liehen stetigen Überganges eines 

eines Strahles | p; q ; in einen an- Punktes q in einen anderen r 
deren \p, x\ 

respektive durch die Symbole unterschieden werden 

p|r, q| und p|q, r|, q r und q — g« r, 

und zwar mögen dieselben zugleich die von dem bewegten Elemente 
durchstrichenen Gebiete darstellen. 

Zwei allgemeine Punktetripel oder Punktefolgen gleicher 
Charakteristiken 

p,-, pi, pi und pi\ pk, p{ 

werden als isothetische Systeme definiert. 

Für dieselben gilt der Satz: 

Zwei isothetische allgemeine Punktetripel können unter 
Erhaltung ihres beiderseitigen Charakters stets stetig in- 
einander übergeführt werden. 

Zum Beweise drehe man das als starr gedachte System 

Pm pk, pi 
so um den Schm'ttpunkt der beiden Geraden 

pi , pk und I p/, pk I , 

dafs diese sowohl ihren Lagen als ihren entsprechenden Richtungen 
nach zusammenfallen. Eine weitere endliche Parallelverschiebung 
des Systemes längs der Geraden 

< I pi , p* I = I pi, pk I 

wird die beiden Punkte 

pi und p/, 
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eine darauf erfolgende Bewegung deß Punktes pt auf der p« nicht ent- 
haltenden endlichen Strecke pk ) pk die beiden Punkte 

pk und pt', 

endlich eine Verrückung des Punktes pi auf der zu einer Seite der 
Geraden Ip,-, pk\ gelegenen Strecke pi, pl die Punkte 

Pi und pl 

zu je einem Punkte vereinigen. 

Die angegebene kontinuierliche Überführung der drei Punkte 

pi f pk, pl 
in die drei entsprechenden 

pi} Pk7 pl 

genügt den beiden Bedingungen , dafs erstere während ihrer Be- 
wegung sowohl in allgemeiner Lage als im Endlichen yerbleiben. 
Q. e. d. 

Ein besonderes oder lineal abhängiges Punktetripel ist als Tripel 
unbestimmten Charakters anzusehen ^ indem einer beliebigen Folge 
seiner Elemente ebensowohl das positive als das negative Zeichen 
entspricht. Es wird als Tripel der Charakteristik bezeichnet. 

In einem solchen singulären Tripel 

pi pk pl 

teilt allemal ein Punkt 

Pk 
die endliche Yerbinduugsstrecke der beiden anderen 

pi pl' 

Demgemäfs reduziert sich der primäre Strahlenbereich 

Pk\piy pl 

auf die einzige Gerade 

\Pi}Pi\> 
während die drei anderen 



pi\pk] Pi\pk] p« \pi9 pl 

in derselben Geraden einen gemeinsamen Grenzstrahl besitzen. 
Zugleich verschwinden die drei Primärflächen 

wogegen die vierte 

sich zur vollen Ausdehnung der Ebene erweitert. 
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Nunmehr fasse ich in bezug auf irgend ein vorgelegtes 
ebenes Punktsystem 

die Gesamtheit der Charakteristiken 

c(^, P*, \>i) = + l, -1, 
aller seiner Punktetripel 

Vi ; P* ; Pi 

als das Fundament oder die erste Stufe in dem Charakter 
des Punktsystems auf. 

Indem man das Punktsystem auf eine endliche Anzahl von Ele- 
menten beschränkt, bietet diese Definition seines Charakters unmittel- 
bar folgende fandamentale Aufgaben: 

1) alle diejenigen Systeme von Punktetripeln zu ermitteln, welche 
die für die Gesamtheit der Tripel notwendigen und hinreichenden 
Bestimmungen enthalten; 

2) aus einem solchen Fundamentalsysteme von Punktetripeln die 
Charakteristiken der übrigen abzuleiten. 

Die vollständige Erledigung beider Probleme bildet das wichtigste 
Ziel der weiteren Deduktionen. 



§ 2. Endliche ebene Fnnktsyatenie. 
Es liege vor das ebene Punktsystem 

Pl> P2» " y P» ^^¥»- 

Die Elemente desselben seien paarweise verbunden durch die Geraden: 

^1 = IPl' Psl? ••■> 9n'^ IPr, Pil- 

Jede dieser n Geraden wird mindestens zwei und höchstens 
n — 1 Punkte p enthalten. Bezeichnet daher fc^ die Anzahl der- 
jenigen Geraden, welche je h Punkte pi verbinden, so gelten die 
beiden Relationen: 

1) f*2 + f*3 + ^4 H h t^n-l = W , 

2) 1.2fi2 + 2-3^8 + 3.4^4+... + (n-2)(n-~l)^„.i = (n— l).w. 

Die je drei oder mehr Punkte p fassenden Geraden g, die Träger 
der singulären Punktetripel, sollen selbst singulare Geraden genannt 
werden. 

Ein beliebiger Punkt pi kann gegenüber dem Systeme $nLi der 
n — 1 anderen Punkte drei wesentlich verschiedene Lagen einnehmen: 



10 Erster Abschnitt. 

1) Entweder wird er aufserhalb der durch die Pimktepaare des 

Systemes 5ßl/L i fixierten Geraden jKO liegen; 

2) oder es wird durch ihn eine einzige solche Gerade hindurch- 
gehen; 

3) oder es trefifen in ihm mindestens zwei dieser Geraden zu- 
sammen. 

Im ersten Falle ist pt von den übrigen n — 1 Punkten p lineal 
unabhängig. Die Yerbindungsgeraden derselben bestimmen entweder 
sämtlich oder auch nur teilweise die Grenzseiten einer ihn ein- 
schliefsenden Fläche, innerhalb deren jede endliche Bewegung von 
pi den Charakter des Punktsystemes invariant läfst. 

Im zweiten Falle steht der Punkt p, zu dem Systeme $mLi in 
einfacher linealer Dependenz. Die Unveränderlichkeit des System- 
charakters bindet seine Variabilität an eine einzige lineale Strecke. 

Im dritten Falle ist der Punkt pi durch das System 5ßS~i ein- 
deutig festgelegt. Jede noch so kleine Yerrückung des ersteren 
macht mindestens ein singuläres Punktetripel in ein independentes 
übergehen. 

Es mag allgemein ai die Anzahl der durch den Punkt pi gehenden 
singulären Geraden g angeben. Dann wird die lineale Abhängigkeit 
des Punktes von den n — 1 anderen als eine des a,*®'^ Grades be- 
zeichnet. 

Indem die lineale Lage dreier Punkte 

pi j P* > Pi 
als eine dem allgemeinen Punktetripel auferlegte einfache Bedingung 
definiert wird, bietet sich naturgemäfs die Frage: 

Wie vielen unabhängigen einfachen Bedingungen sind die in 
einem gegebenen Punktsysteme vorhandenen Singularitäten gleich- 
wertig? 

Es kann die gesuchte Anzahl auf doppelte Art abgeleitet werden. 

Auf der einen Seite geht nämlich eine /^-punktige lineale Gruppe 

durch das successive Austreten der h — 2 Punkte 

Ph 9 PUf • ' •) pik 

aus der Yerbindungsgeraden des Paares 

Pix J Pit 

in eine lineal unabhängige Gruppe über, d. h. die durch sie dar- 
gestellte Singularität kommt h — 2 independenten einfachen Be- 
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dinguDgen gleich. Da aber der beschriebene Übergang zur allge- 
meinen Lage die übrigen Singularitäten des Systemes nicht beeinflufst, 
so ergiebt sich fQr die gesuchte Anzahl A der Ausdruck: 

^ = ^ + 2fi4 -h 3/i5 H h (» — 3)/in-i. 

Auf der anderen Seite hebt der Austritt der in dem Punkte f), 
sich kreuzenden a^ singulären Geraden aus diesem Strahlenbüschel eine 
Singularität a^^^ Grades auf, der weitere Austritt der übrigen in ^^ 
sich treffenden ß^ singulären Geraden aus diesem Punkte eine ß^*^^ 
Grades, der Austritt der noch in p^ sich schneidenden y^ singulären 
Geraden aus diesem Punkte eine y^^^ Grades, u. s. w., u. s. w. Also 
wird die Summe 

«1 + ft + n + *A H 

gleichfalls die gesuchte Anzahl A ergeben. 

Um beide Bestimmungsmethoden an einem Beispiel zu erläutern, 

wähle man als gegebenes Punktsystem die ^ ^ (^ ~~ 1) Schnittpunkte 
Yon n in allgemeiner Lage befindlichen Geraden 

9l 1 9i) ' ' 'f 9n- 

Die erste Methode liefert zufolge des Wertes 

f*« = f*8 = /*4 = • • = ^n-s — und ft»-i = n 

die gesuchte Anzahl 

^ «= n (» — 3). 

Die zweite Methode ergiebt für die Punkte 

und ffir 

saccessiye die Werte: 

^i '= ßi ^^ • ' = A„— 8 = 2 , 

also für die gesuchte Anzahl <p(n) die Rekursionsformel: 

(p(n) = 2(n - 3) + 2 + g)(n - 1). 

Aus derselben bestimmt sich aber 

g){n) = n(n — 3) = A 

Eine dem gegebenen Punktsysteme 

?ß„ ^ p, , pi, ,. ,, pn 
zugehörige Gruppe 

Vi y P« > • • • » Pm 
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soll eine Fundamentale heifsen^ wenn ihre m Elemente notwendig 
und hinreichend sind^ das ganze System zu bestimmen. 

So stellen in dem obigen Systeme von ^ ^ (^ — 1) Punkten 

P», * = i9i , 9k) 
sowohl die n Punkte 

Pl,i, p2,8, ...) Pn— 1,», Pn,l 

als auch die 2n — 4 anderen 

Pl,8, Pl,4, . . ., Pl,n und p2,3, p2,4 , • • • , p2,« 

je eine JP'-Gruppe dar. 

Im Allgemeinen wird man eine solche durch folgendes Ver- 
fahren finden: Man suche unter den n gegebenen Punkten p,- einen, 
in welchem sich mindestens zwei singulare Geraden | p^ Pk \ schneiden. 
Genügt p„ dieser Bedingung, so suche man in dem Systeme 5ß»— i 
der übrigen n — I-Punkte wiederum einen, durch welchen gleichfalls 
mindestens zwei singulare Geraden | p,-, pk \ des reduzierten Systemes 
gehen. Ist pn—i ein Punkt der Art, so behandle man das durch sein 
Ausscheiden entstehende neue System ?ß„_2 auf ganz analoge Weise 
und setze dieses Verfahren so lange fort, bis man zu einem Systeme 
$m gelangt, dessen m Elemente in höchstens je einer singulären 
Geraden liegen. 

Bestimmt man in einer so erhaltenen JP-Gruppe alle etwa noch 
vorhandenen singulären Geraden und scheidet aus den in diesen 
liegenden Punktetripeln je einen Punkt aus, so resultiert eine dem ur- 
sprünglichen Punktsysteme ^ß» angehörige sogenannte vollständige 
Gruppe unabhängiger Punkte. Es kann jede derartige Gruppe un- 
abhängig von den sie etwa enthaltenden J'-Gruppen auch dadurch 
gefunden werden, dafs man in dem Systeme Sß« zuerst irgend zwei 
Punkte pi, pg, dann aufserhalb ihrer Verbindungsgeraden einen dritten 
Punkt p3, darauf aufserhalb der Verbindungsgeraden dieser drei 
Punkte einen vierten Punkt p^, und so successive k Punkte auffafst, 

Pli P2> Psr • • •> Vkt 

deren k{k — 1) Verbindungsgeraden alle noch übrigen Punkte 
pk-\-h enthalten. Indem man dann unter den n — k Punkten 

pA-fl, P*+2> • • •> P« 

einen Punkt p^+i aufsucht, welcher auf einer einstigen Geraden g^^^ 
des Systemes ^ß* liegt, weiter einen Punkt p*+2, durch welchen eine 
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einzige Gerade ^<*+*) des Systemes 5ß*-f.i geht, und so fort, wird 
man wieder zu einem JP-Systeme gelangen. 

Es ma^ hier noch eine allgemeine topologische Eigenschaft des 
endlichen ebenen Punktsystemes heryorgehoben werden. Dieselbe 
wird ausgesprochen durch den Satz: 

Die Elemente irgend eines ebenen Punktsystemes ^n 
können allemal so paarweise durch lineale Strecken ver- 
bunden werden, dafs diese die Ebene ihrer ganzen Aus- 
dehnung nach in ein System einander ausschliefsender 
Dreiseite zerschneiden. Dabei hängt die Anzahl letzterer 
lediglich von derjenigen der Punkte des Systemes ab, durch 
welche sie eindeutig bestimmt ist. 

Um die erste Behauptung zu verifizieren, nehme man an, ihre 
Richtigkeit sei für ein System von weniger als n Punkten bereits 
erkannt. Bei jeder entsprechenden Verbindung der n — 1 Punkte* 

< 

liegt dann der Punkt pn 

a) entweder innerhalb einer betre£Fenden Dreiecksfläche*) 

Pi7 Pkj p/, 

b) oder auf der gemeinsamen Grenzstrecke 
zweier solchen Flächen 

Pi, Pk9 Pl ^^^ Pij Pkf Pm. 

In dem einen wie in dem anderen Falle genügen die passenden 

• 

linealen Verbindungen des Punktes p» 

a) mit den drei Ecken 

Pm Pkf Pt, 

b) mit den zwei Ecken 

p, und pm , 

um auch für das System ^n die verlangte Einteilung der Ebene 
herbeizuführen. 

Weil aber in einem ebenen Punktsysteme $« stets ein all- 
gemeines Punktetripel vorhanden, und weil die Verbindungsgeraden der 
Elemente desselben die Ebene thatsächlich in vier einander aus- 
schliefsende Dreiseite zerschneiden, so ist hiermit die Wahrheit der 
ersten Aussage dargethan. 

*) Dieselbe kann sowohl durch die endliche. Dreiecksfläche d- . . als durch 
eine der drei unendlichen Flächen ] Pj^ \.^ ^i hi gegeben sein. 
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Behufs Beweises der zweiten Behauptung betrachte man irgend 
ein durch das Punktsystem ^n bestimmtes Dreiecksnetz. 

Man nehme innerhalb einer Fläche ^o desselben irgend einen 
Punkt po und durch diesen eine keinen Punkt pi enthaltende Gerade g 
an. Beschreibt dann diese in bestimmtem Drehungssinne das ein- 
fache Strahlenbüschel S{)f>o)f so wird sie sowohl in jede Ecke p, als in 
jede Verbindungsstrecke s, als endlich in jede von ^do verschiedene 
Dreiecksfläche ^d des Netzes genau einmal uod zwar in der Weise 
eintreten; daDs sie beim Durchgange durch eine Ecke pi und nur bei 
einem solchen einerseits mit fi Flächen z:/, andererseits mit ki «= /J -f- 1 
Strecken s zu einem ersten Durchschnitt gelangt. Entsprechend den 
n Ecken p des Netzes erhält man daher die Relation: 

n n 

und hieraus unter Einführung der Gesamtanzahleu /*und k der Flächen 
und Kanten die andere: 

2) /•— Ä + w=l. 

Da ferner jede Netzfläche ^ von drei Yerbindungsstrecken s 

begrenzt ist, an jeder Strecke s aber zwei Flächen ^ liegen, so 

gilt auch: 

3) 3f=2k 

Aus der Verbindung dieser und der vorhergehenden Gleichung er- 
geben sich 

4) f=2n — 2 und fc = 3w — 3 

als die gesuchten nur von der Zahl n abhängigen Anzahlen. 



§ 3. Das Indexsystem. 

Die Charakterisierung eines ebenen Punktsystemes 

^n = Pi, p2, ..., pn . 

durch die Charakteristiken seiner Tripel 

Pi7 Pk, Pi 

bietet für eine unmittelbar auf sie gegründete Entwicklung einer 
allgemeinen Theorie dieser Gebilde den Nachteil, dafs mit wachsender 
Anzahl n der Elemente des Systemes 

(n = 3, 4, 5, 6, 7, . . .) 
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die zugehörigen Einzelbedingungen 

(3 = 1,4,10,20,35,...) 

infolge ihrer Vielheit wie ihrer Zusammenhangslosigkeit sowohl 
dem Studium eines bestimmt vorliegenden Systemes als der ver- 
gleichenden Betrachtung mehrerer Systeme grofse Schwierigkeit in 
den Weg legen. Der hierdurch gestellten Aufgabe, das System der 
isolierten Tripelcharakteristiken unter eine Definition zusammen- 
zufassen, welche auf der Vorstellung des Punktsystemes als eines 
einheitlichen Ganzen basiert, wird das Indezsystem gerecht. 
In jedem beliebigen Punktsysteme 

erscheinen je n — 1 Elemente aus dem n*^ als dem Gentrum eines 
die Ebene überdeckenden Strahlenbüschels auf ein- oder mehrdeutige 
Weise cyklisch um dieses geordnet, nämlich nach derjenigen zeit- 
lichen Reihenfolge, in welcher ein das Strahlenbüschel in bestimmtem 
Sinne beschreibender Strahl sie passiert. 

' Ich nenne die einem Punkte pi des Systemes so zu- 
geordnete Folge der übrigen Punkte das Ortszeichen oder 
den Index des Punktes pi in dem Systeme 

und setze bezeichnend 

a) bei linksseitigem oder positivem Drehungssinn: 

'Jipd-p'p, PS,'', . ■ •, (e • • V Pf), .. •, pi'L., 

b) bei rechtsseitigem oder negativem Drehungssinn: 

J'ipd = Pi'>, p<:L, (Pf, . • .., Pf) , • . . . Pf, 

wo jede eingeklammerte Reihe eine Punktgruppe indiffe- 
renter Folge, d. h. die Punkte einer durch pi laufenden Ge- 
raden einschliefst. 

Ein Index mit r Elammerreihen von resp. 

Elementen wird mithin 

r 

(n -{- r — ^ m.) . Wi ! . «f 2 ! . . . mr ! 
gleichwertige Folgen veranschaulichen. 
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um den Index des Punktes p,- von der durch die cyklische Ver- 

tauschbarkeit seiner Elemente involvierten Mehrdeutigkeit zu befreien, 

kann für die Fälle 

i = 1, 2, . . ., « — 1 
der Punkt 

für den Fall 

i = n 
der Punkt 

Pi 

als Anfangspunkt des Index angenommen werden. 

Gemäfs dieser Festsetzung entspricht einem gegebenen Punkt- 
systeme 

ein unzweideutig bestimmtes Indexsystem 

'^OPi) "* P2 » P2 7 P$f • ' -f (•••)> ' y Pn~lf 



Ich definiere dasselbe als die erste Charakteristik des 
gegebenen Punktsystemes. 

Um die vollkommene Äquivalenz dieser mit der früheren De- 
finition ^u erkennen, bedarf es des doppelten Nachweises: 

1) dafs durch das Charakteristikensystem der Punktetripel 

Pm Pk> Pi 

der Index eines jeden Grundpunktes — 

2) dafs durch das System der n Indices 

die Charakteristik eines beliebigen Punktetripels — 
unzweideutig bestimmt ist. 

Was zunächst die Ableitung des Index 

'*''(Pl) = Pi% P'/y "y Pn-l 
/|l •^\ ' 

aus den den Punkt p^ enthaltenden Tripeln anlangt, so ist 

dieselbe mit Hilfe der Schlufsweise von m auf m -\- l leicht aus- 
zuführen. 
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Angenommen, es sei aus den Charakteristiken der o Tripel 

der Index des Punktes p^ rucksichtlich der n — 2 Punkte 
in der Form bestimmt: 

Wenn dann diejenigen zwei Nachbarelemente dieses Index, welche 
durch den Punkt p„ getrennt werden, gegeben sind durch 

pi' und pi^i, 
so ergiebt die Anschauung: 

a) bei positiver Folge 

^? Pi9 P'i+i 

die Charakteristiken 

«) c(p,y p/, p„) = + 1 und c{p,, p;+i, pn) 1 , 

ß) c{Pu Ph Pn) = — 1 und c(p„ p;+i, p^) = + 1, 

b) bei negativer Folge 

Pi> Pi> Pi+i 
die anderen 

«) <Pi, p/, p») = + 1 und c(pi, p;+i, p„) = + 1 , 

ß) c(Pi» Po pn) = — 1 und c(pi, p;+x, p«) = — 1 . 
Für jedes andere Tripel 

gilt dagegen: 

a) bei positiver Folge 

Pi7 Pkf pi+i 

«) c(Pi, P*'i pn) = — 1 und c(pi, pi+i, p„) = - 1, 
/S) c(Pi; P*'; P») = + 1 «nd c(Pi, p;+i, p„) = + 1 , 

b) bei negativer Folge 

Pi> P*'? P*+i 

«) c(pi, pk\ pn) 1 und c(Vi, pi+1, p„) = + 1 , 

/3) KPo Pk\ P«) = + 1 und c(Pi, pi+i, p«) 1 . 

Vergleicht man daher successive die Vorzeichen der n — 3 Punkte- 
folgen 

Pi ; P*'> P«+i 

(a; = 2, 3, ..., n — 2) 

£berh»rd, Geometrie. 2 
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mit den zugehörigen Charakteristikenpaaren 

KPnPoP«) und c(p„p;+i,p„), 

so mufs man unmittelbar zu einem einzigen Tripel gelangen, für 
welches die zuerst angegebenen Yorzeichenverhältnisse statthaben, uud 
durch welches somit die Lage des Punktes p» im Index 

unzweideutig bestimmt wird. 

Es ist aber in einem allgemeinen Punktetripel 

t>i ; Pi> Pd 

der Index des Punktes p^ allemal gegeben durch: 

'J'(Pl) = P27 P5 y 

daher wird die n — 2 malige Anwendung der vorgeschriebenen 
Schluijsweise den Index 'J(pi) auch im Systeme $ß« in einer und 
nur einer Form ergeben. 

Man erkennt leicht^ dafs die Annahme von singularen Punkte- 
tripeln 

Pi; Piy Pk 

die Bestimmung des Index 'J{pi) nur vereinfacht; indem alle mit pi 
in einer Geraden liegenden Punkte 

Pi} V*; ••• 

durch einen einzigen von ihnen ersetzt werden können. 

Die Lösung der zweiten Aufgabe, aus einem als bekannt vor- 
ausgesetzten Indexsysteme 

die Charakteristik eines beliebigen Tripels zu bestimmen^ beruht auf 
dem Umstände, dafs aus dem Indexsysteme des Punktsystemes $» 
durch die Ausscheidung von irgend m Elementen p,- dasjenige eines 
Systemes ^n—m hervorgeht 

Zunächst wird aus den Indices 

der Elemente des betrachteten Tripels 

Pi9 P*; Pi 

dieses entweder als ein singuläres oder als ein allgemeines konsta- 
tiert, je nachdem irgend zwei der drei Punkte in dem Index des 
dritten der nämlichen oder verschiedenen Elammerreihen angehören. 
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Stellt sich das Tripel als lineal unabhängig heraus , so wird 
man naturgemäls untersuchen^ ob nach Adjunktion eines vierten 
Elementes pm durch die yier Indices 

'J(Pd, '^(P*), '«^(PO, 'JiVn.) 

das Tripel vollständig charakterisiert ist 

Das Problem kann in allgemeinster Fassung so formuliert werden : 
Man bilde aus den 24 Anordnungen von vier verschiedenen Elementen 

Pif Pk, pi9 pm 

alle möglichen Systeme von je vier Eomplezionen der Form: 

Pi} PUf Pi^7 Pi. ; Pt, Pk^f Pk,, Pk, ; Ply Pl^, Puy Pu 5 Pm, Pm., Pm., pou • 

Dann sind diejenigen Systeme aufzusuchen, welche die Indexsysteme 

'J(Pi) = p,-., p,., Pi, ; 'J(Pk) = p*., p*., pk, ; 

'J{Pd = K> Ph7 Pl. ; 'JiPm) = pm., Pm„ K 

allgemeiner Punktequadrupel involvieren. 

Da das Indexsystem einer Punktgruppe $4 zufolge der cyklischen 
Yertauschbarkeit der Elemente eines jeden Index 3^ verschiedene 
Schreibweisen zuläfst^ so reduzieren sich die überhaupt aufstellbaren 
6^ Systeme auf folgende 2^ charakteristische Formen: 

la. 'J{pi)^pk,PhPm 

'*^(P0 = pm, Pif Pk 
b. 'J{pi) =pk,phPm 

'JiPd — pm, pk, Pi 
C. 'J(p/) = pk, pm, pl 

'J{pi)'^pm,pi,pk 

d. 'J{pi) = pk, ^, pl 
'J{pl) = pm, pk, pi 

IIa, 'J(p,) = pk,Phpm 

'JiPd = pm, pi, pk 

b. 'J(pi) «r p^fe, p,, p^ 

'^iPl) — Pm,pk, pi 

C. 'J(pi) -= pk, pm, Pt 

'JiPt) - Pri, pk, Pi 

d. 'J(pO = pk, pm, pl 

'JQfl) — pm, pi, pk 



, '^(Pm)- 


»Po 
■"Po 


1 P'; pm , 

Po P* ; 


, '^(Pt)' 

, V(p„.) » 


= P*, 

= Po 


» P«. P«i > 

P*> P' ; 






. Pm,P(, 

pi, pk ; 




-P<> 
= Pi, 


-p". Po 
pt, pi ; 




= P<, 
= P0 


. P<, pm , 

P*,P<; 




= P«, 


> P«; pm > 

f Po P* ; 




-P« 


»P».,P', 
> Po P* ; 


, '^(Pm)' 


= P.- 

-P. 


»P«. Po 
. P*, P' ; 
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III a. 'J(Pi) 

C. 'J(P^) 

'J(pO 

IVa. 'J(p,) 

'J(P0 
b. 'e7(p,) 



pjtj p/, pm 

Pm, P.-, P* 

Pkf pm, P/ 
pm, P*, P.- 

Pt; pm, P/ 
pm, Po P* 

P*, Ph pm 
pm, P*, P.- 

Pi, Po pm 
pm, Po P* 

P*; pm, Pl 
pm, pJb, P,- 



Va. V(p.) == Pi, pm, p; 

'J{Pl) == pm, Po P* 

b. 'J(po = p*, p,, P;„ 

'J{Pl) = pm, P*, Pi 



'e/(P.) 

'^(Pm) 

V(P*) 

'^(Pm) 

'e7(P.) 

'J^CP*) 

'J^(pm) 

'J^(P*) 
'^(Pm) 



PoPm,P/, 

P/jpoP*; 

Po Po pm , 

P/,P*, P«; 

Po Po pm f 

Po Po P* 5 
PoP»»;P/, 

PoP*;Pf; 

Pop«, Po 

PoP*;P.-; 

Po Po pm , 

Po Po Pk ; 



'^(P*) -Po Po Pm, 
'J'(pm) -»=PopA, Pf; 

'^(PO = Po Pm, Po 
'«^(Pm) = Po Po P* . 



Das Schema umfafst fünf durch die Ziffern I, II, III, IV, V 
markierte Gruppen, von denen die drei ersten je vier, die beiden 
letzten je zwei Systeme enthalten. Die Systeme einer Gruppe stehen 
in der einfachen Beziehung, dafs aus einem von ihnen die anderen 
durch passende Vertauschungen der Elemente p abgeleitet werden 
können. Denn indem man innerhalb einer der drei Gruppen T, IT, III 
auf deren erstes System successive die Vertauschungen anwendet 



I 



l 



Ä ' m ' km' 

erhält man resp. das zweite, dritte und vierte System, dagegen gehen 
die ersten Systeme der Gruppen IV und V 

a) zufolge der Substitution 

t l 

k m 
wieder in sich selbst, 

b) zufolge einer der beiden anderen 



-j- und — 
k m 



in die zweiten Systeme über. 
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Weil aber die Yertauschung zweier Elemente 

Pxy Pv 

in einem Systeme 

'^(Pi) = Pk7 "} '«^(P*) = Pit • • •; 'J(Pd^^Pm, . • -, 'J(Pm) = Po • • • 

in bezug auf eine dasselbe etwa veranschaulichende Punktgruppe 

Pi7 Pk, Pl7 Pm 

nur dem Wechsel der Benennungen zweier an und für sich festbleiben- 
der Punkte gleichkommt, so bleiben gemaXs der angegebenen per- 
mntativen Zurückführung der obigen 16 Systeme auf fOnf auch für 
die Indexsysteme des allgemeinen ebenen Punktquadrupels als mög- 
licherweise wesentlich verschieden höchstens noch die fünf Formen: 

I- 'J(Pi) = Pk, P/, Pm , 'J(pk) = Ph Ph Pm , 
'JiPl) = pm, P.-; P* , 'JiPm) = Pl, pe, Pk J 

TL 'J(pi) = P*, Po pm , 'J{pi) = P«; Ph pm > 
'JiPl) — pm, Pi, pk , 'J{pm) = P/, P*, Pi ; 

lil. 'J(pO = p*, p,, pm , 'J(pk) = Pö Pm, pi, 
'J(Pl) = Pm, P., P* , 'J{pm) = Po P/, P;b ; 

IV. '/(P,) = P*, P/, Pm , 'J^(pik) = Po pm, P. , 
^J{Pd = Pm, <?.-, P* , 'J{pm) = Po P*, P.- ; 

V. 'J(P,) = p*, pm, Po 'J^(P*) = Po Ph Pm, 
'^''(PO = pm, Po P* f 'J{Pm) = Po P*, pi ' 

Nun verwandelt sich das System I zufolge der Ersetzung der 
Elemente 

P« , pm , pk 

durch resp. 

pm , P* , pi 

in das andere 

r. 'J{pm) = Po Po P* , 'J{Pi) = pm, Ph pk , 
'^(PO = P*, pm, pi , V(p,) = P/ , pm , P.- , 

oder in das identische 

V a. ' J(p,) = Po pm, Po 'J{pk) = p.-, Po pm , 

'e/(pO «= pm, Po P* , '^(Pm) = Po P*, pi , 

und das System II gemäfs der Ersetzung der Elemente 

P* , Po pm 
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durch resp. 

Pm , Pky Pl 

in das andere 

ir. '/(PO = Pm; P*, P/ , 'J(Pm)^Phpk,pl, 
'JO?k) = Ph Pi7 Pm, 'Jipl) = Pk, pmy Pi 

oder in das identische 

ITI. 'J(pi) = pk, pi, p,n , 'J{pk) = Pif pm, Pl , 
'J{Pl) = Pmj Ph Pk , 'J{pm) = pl, Ph Pk . 

Es bleiben somit die Systeme I, 11, lY als die einzigen übrig, 
bei welchen es noch zweifelhaft, ob zwischen ihnen eine weitere per- 
matati\[e Transformation möglich isi 

Dies zu entscheiden, ersetze man zunächst in I die Folge 

Pi> pk, pl, pm 
durch irgend eine andere 

Po Px, py, P* 

und schreibe entsprechend den drei möglichen Zerlegungen von vier 
Elementen in je zwei Paare das resultierende System in den drei 
Anordnungen: 

la. 'J{pt) = px, py, ps , 'J{px) = Pt, py, Pz , 

'^(Py) = <^'; Ph px , 'J(pz) = py, Ph px ; 

Ib. 'J{pd=^Py>P»,Px, 'J(Py) = PhPx,Ps, 

'J{pz) = px, py, pt , 'J{px) = P*, Po py ; 

IC. 'J{pt) = p,, px, py , 'J{p,) = Ph Px,Py, 
'J(Px) = py, P*, Po '^(Py) = px, pM, pt . 

Aus diesen drei Systemen denke man sich 21 weitere dadurch 
abgeleitet, dafs man in einem jeden die Reihenfolge der vier Indices 

eTj, Jg, Jqj 'J^ 

nach folgendem Schema permutiert: 

1. «7i, e/g, Jg, e/4, 2. Jg, e/i, J3, J4, 

3. eTi, 'Jg, J4, J3 , 4. /j, 'Jj, 'J4, '«^8 , 

5. e/3, J^y eTi, e/g» 6« «^S> <^4; «^2> «'l ; 

'^- «'i? «^8; «'l» «'äj ^' «^4; ^zi'^%/^\' 

Von den so aus I entstehenden 24 Reihen hat eine notwendig 
die Form: 

'«^(v.), '^C^J*), '«^(PO. '«^(P».). 
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Je nachdem daher dieselbe mit einem der beiden Systeme II und IV 
identisch ist oder nicht; besteht auch für I die Möglichkeit oder 
Unmöglichkeit der gesuchten Transformation. 

Es liefert aber der Vergleich der vier Indices 

vCpO, 'JiP.), 'J(.Pv), 'J{p.) 

in den drei Systemen 

la^ Ib; Ic 

als Reihen ihrer zweiten Elemente: 

la. py, py, ptj pt, 

Ib. p,, pr, Ppy Pt, 
Ic. px, Px, P», Pz, 

und für die yier Indices 

'Jipd. '.^(p*), 'JiPd, 'J(p«) 

in den Systemen II und IV als die entsprechenden Reihen: 

II- Pi} Plf Pif Pk 

IV. pi, pm, pi, pk. 

Hiernach weisen die beiden Reihen la und Ic nur je zwei; die 
Reihe Ib vier yerschiedene Elemente auf; während die Reihen II 
und IV resp. drei und vier solche enthalten. Diese Anzahlen werden 
durch irgend welche Vertauschuugen der vier Indices 'J in den zu- 
gehörigen Systemen nicht geändert Es kann daher weder unter den 
3 . 8 Systemen la, Ib, Ic das System II; noch unter den 2 . 8 
Systemen la, Ic das System IV auftreten. 

Vergleicht man nun in dem Systeme Ib die Folge der vier Indices 

'j(.pd. '«^(p.). '«^(fc), 'J(p') 

mit derjenigen ihrer zweiten Elemente 

P'> P«> Pt, pt, 
ebenso in IV die Folge der vier Indices 

'J(P,), '^(P*), 'J(P'), 'JiPnd 

mit der zugehörigen Reihe 

Pi9 Pmf pi, Pkf 

SO erkennt maU; dafs die Anordnung 

^> P*» Pyy pt 
aus der anderen 

pt, px, Pvf pz 
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durch eine ungerade^ die Anordnung 

Ph Pm; Piy Pk 

aus der anderen 

Vi 7 Pk, Pl, Pm 

durch eine gerade Anzahl von Transpositionen je zweier benachbarter 
Elemente hervorgeht. Es erfolgt aber zugleich mit dem Stellen- 
wechsel zweier Glieder der Reihe 

'J(.P>), '«^(Px), 'J{V,), 'J(^) 

auch die Umsetzung der ihnen zugehörigen Elemente der Eleihe 

Pz7 Px, Py, Pt' 

Daher wird wie in dem ursprünglichen Systeme I so auch in einem 
der sieben abgeleiteten 

'Jip,-), 'Jip^), 'Jip^), 'Jip.') 

die Reihe 

Pt'7 Px', Pt/, Pz' 

in die der zugehörigen zweiten Elemente 

Pt,7 Pxif Pyi' P'i 

durch eine ungerade Zahl yon Permutationen je zweier Elemente 
überführbar sein. 

Im Besonderen kann also ein unter den acht Systemen Ib etwa 
vorhandenes System 

'j(pd, 'J(p^), 'J(pd, '«^(p") 

nicht mit dem Systeme IV identisch sein. 

Um schliefslich noch festzustellen, ob die Systeme II und IV aus- 
einander permutativ ableitbar sind^ bilde man aus II die 3 . 8 Systeme: 

IIa) 1. 'J(^) = p„ py, V„ V(p,) = p„ Py, p, , 

'J(py) = P„ pt,p^, 'J{p,) = py , p., pt ; 
2. 'Jip:,) = pt, Py, P» y 'J(pt) = px, Py, P. , 

'J(Py) = p„ p„ p, , ' J(pO = py, p^, p, ; 
j 

IIb)l. 'Jip,)-^Pu,P„pT, 'J(P,)-pt,Pz,P,, 

'«''(P«) = P*,PhPp, 'J(p,) = Px, pi, py ; 

2. 'J{py) = Vt,Px,P., 'J{Pl)='Pv,P',P', 
'J{Px) = P„ Po Py, 'J(pi) = px, P«, P, , 
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IIc)l. 'J{pt) = hjP»f\>tff 'J'CVO^PoPy^Px, 

'JO?x) = Py, P., Pi, 'J{Py) = Px, Pz, Pt ] 
2. ' J(P,) = Pt, py, p, , 'J{pi) = p,, P., Py , 

'e/(p,) — p„ p,, p, , ' J(p,) = p,, p„ p, ; 
Hierin sind die Reihen der zweiten Elemente 

IIa), py, py, pt, Pzj 

IIb), p,, px, Po Po 

IIC), p,, py, p,, p,, 

and es ergiebt sich als Anzahl der verschiedenen Elemente einer 
jeden Reihe die Zahl drei^ während die entsprechende Anzahl für das 
System IV vier beträgt. Also folgt auch für II und IV die Unmög- 
lichkeit der gesuchten Überführung. 

Zur nunmehrigen Bestimmung der den drei Systemen 

I. '^(PO = P*, Ph Pm , II. 'J{Pi) = P*, Po Pm , IV. 'J{pi) = Po Po p;„ , 

'Jipk) = P.-, P/, pm , 'J{Pk) = Po P*, pm , 'c7(p*) == Po p^, p, , 

'J{Pi) = pm, Po pt , 'J{P) = Pm, Pi, Pk , V(P0 == p.„ p,, p* , 

'J(p„0 = p,, p,-, p* , V(p„0 = pt, pk, Po 'J{P.u) = Po P*; P.' 

etwa entsprechenden allgemeinen Punktequadrupel dient der unmittel- 
bar durch die Anschauung gegebene Hilfssatz: 

Je nachdem in einem lineal unabhängigen Punkte- 
quadrupel 

P*; P*^ Po pm 

zwei Punkte pi, p^ in bezug auf die Vexbindungsgerade der 
beiden anderen p^, p^ auf der nämlichen oder auf verschie- 
denen Seiten liegen, enthalten ihre Indices: 

' J(p.) = p* , . . . und ' J(pi) = pi , ... 

bei resp. den ersten Elementen 

p* und p, 
die beiden anderen* 

p, und p,n 

in entsprechender oder in entgegengesetzter Folge. 

In der That wird ein die Gerade | p^ p^ | in bestimmter Rich- 
tung durchlaufender Punkt aus den festen Centren p,- und pk durch 
zwei veränderliche Strahlen projeziert, welchen entsprechend den 
Lagen des Schnittpunktes 

(lPoP*i, IPoPml) 
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a) auf der unendlichen Strecke jp,^ pk^, b) auf der endlichen !pt, pitli 
übereinstimmender resp. entgegengesetzter Drehungssinn zukommt. 

Zufolge dieses Satzes ergiebt der paarweise Vergleich der Indices 
des Systemes I für dessen gesachtes geometrisches Äquivalent die 
Beziehungen: 

Es begegnen sich die Geraden 

a) I p„ pm I und I piy pt I , b) I po Pm \ und | p^, pi \ 
auf den unendlichen Strecken 

a) \PifPk\2 und Ipi, pmla, b) \pky piU und |p.-, p,«|j, • 

dagegen die Geraden 

I pk, pm I und I pi, pi I 

auf den endlichen Strecken 

\9hPi\i und Ip*, pmli. 
Hiemach bestimmen die vier Punkte 

Pi7 Pk, Pl, pm 

notwendig die Ecken eines konvexen Vierecks mit den beiden 

Diagonalen 

\pi, p,I, und Ip*, p«|i. 

Die Anschauung lehrt^ dafs eine solche Figur zweideutig definirt ist^ 
nämlich: 

1. als Quadrupel mit positiver Folge 

Pij Pkj Pi, pm, 

wenn die Gerade |p,*y p^l die Punkte p^, p^ resp. zur Rechten und 
zur Linken — 

2. als Quadrupel mit negativer Folge 

Pi9 Pkj Pl, Pmy 

wenn die Gerade |p^, p<| die t^unkte pk, pm i'esp. zur Linken und 
zur Rechten liegen hat. 

Das Quadrupel der ersten Art entspricht dem Systeme I und 
besitzt die vier positiven Tripel: 

Pi9pk,Pli Pk,PhPm'^ PhPmypi] pmyPhPkj 

während das Quadrupel zweiter Art dasjenige Indexsystem V darstellt, 
welches aus I durch die Vertauschung der Elemente pk und p,^ 
entsteht. 

Analog ergiebt die Anwendung des obigen Satzes auf das Index- 
system II fQr ein zugehöriges Punktsystem die Bedingungen: 
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Es liegen 

a) der Schnittpunkt (lPop*|, |p<;pin') aufserhalb der Strecke 
pi, pk\i und innerhalb der anderen [piy pmlu 

b) der Schnittpunkt (Ipjt, p^l, \pm,pi[) aufserhalb der Strecke 
\pt, pi\i und innerhalb der anderen jp»,, pi\, 

c) der Schnittpunkt (| ))jk} ))m | ; |Pt>^<|) aufserhalb der Strecke 
Ipkj pm\t ui^d innerhalb der anderen \pif pi\i. 

EBernach fallt der Punkt pk in das Innere der durch die drei 
anderen pi^ pi, p^ bestimmten endlichen Dreiecksfläche, und es kom^t 
gemäfs seines Index 

'J{pk) = Pi, Ph Pm 

der Punktefolge 

Po Ph Pm 

die Charakteristik zu 

ciPi, Pl, Pm) 1. 

Hiermit ist das Quadrupel eindeutig charakterisiert, indem die 
drei übrigen Tripel 

P*; Ph Pl] pk, Ph Pmj pk, pm, Pi 

ein bestimmtes, nämlich das negative Vorzeichen erhalten; seiu 
Indexsystem aber ist thatsächlich mit U identisch. 

In dem Falle des Indexsystemes lY endlich liefert der Vergleich 

a) Yon 'J(pi) mit 'J(pk) und von 'J{pt) mit 'JQl>m), 

b) von 'jlpi) mit 'J(pO und von 'J(pi) mit 'J(pm) 

für ein etwaiges äquivalentes Punktequadrupel die Bestimmungen: 

a) der Schnittpunkt (|p;, pk\y \pi, pml) fällt in die Strecken 

|PoP*ll ^d Ip«, Pm|l7 

b) die Schnittpunkte 

{\PhPi\, \Pk,pfn\) und (Ip,-, pml, \pk,pr) 
liegen px resp. den Strecken 

\pi,pi\i und Ipöpm'i. 

Nach der ersten Bedingung müfste der Punkt pt aufserhalb, nach 
der zweiten innerhalb der endlichen Dreiecksfläche liegen 

^{Ph Ph pm). 
Also gestattet das Indexsystem IV keine Darstellung durch ein all- 
gemeines Punktequadrupel. 

Benutzt man die in der projektiven Geometrie gebräuchlichen 
Unterscheidungen elliptischer und hyperbolischer PuDktequadrupel, 
so kann man, alles zusammenfassend, den Satz formulieren: 
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Theorem 1: Damit ein Schema der Form 

'J(pi) = pky p/„ Pm., 'J(pk) = Pi, P/„ P.;,., 

'J(JPÖ = Pmj Pf\, Pk„ 'J{pm) = Vh P'\) K» 

worin die 2.2 Paare 

P'a; Pfnf, und p^^, p*,^ 

abgesehen von der Reihenfolge ihrer Elemente identisch 

sind mit resp. den beiden anderen 

» 

pi, pm und piy pk, 

übereinstimme mit dem Indexsysteme eines lineal unab- 
hängigen Punktequadrupels 

Po P*; Po pm, 

ist es notwendig und hinreichend, 

a) dafs entweder die Folge 

Pky K) P«i, K 

nur zwei verschiedene Elemente aufweist, 

b) oder dafs sie drei solche zählt, 

c) oder dafs, falls yier vorhanden, die Folge 

Pi, P*, Po pm 

ZU einer anderen Permutationsklasse gehört. 

Der erste Fall liefert entsprechend den vier möglichen 
Annahmen 

a) ^j = Zj = i, ij = ig'« r, b) l^ = 1^ = 1^ ij = i^ = fc; 

die vier positiv elliptischen Folgen: 

a) Po P*, Po pm-, b) p*, p,-, Po pm; 

C) Pi, Po pm, P*; d) pk, pi, pm, Pl' 

Analog findet man im dritten Falle gemäfs den beiden 
allein möglichen Vorkommnissen 

a) li = l, l^'^nij b) ii = mj i^g *= ^> 

als geometrischeÄquivalente die positiv elliptischenFolgen: 
a) p,-, p^, p*, pr, b) p,-, Pf, p*, Pm,. 
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Der zweite Fall endlich ergiebt für die Annahmen 

b) Zj = ?g = m, «1 = t, Je, «2 = 7c, i, 

c) ?i = l, m, l^ = m, l, ii = ig = i, 

d) ij = Z, w, Zg = ♦», i, i, = ig = ^• 

als geometrische Abbilder: 

a) die positiv hyperbolischen Folgen: 

«) P«; Pm, Ph (Pk)] ß) Pk, Pmf Ph (Pi)^ 

b) die negativ hyperbolischen Folgen: 

«) Ph Pm, Pi, (Pi)\ ß) Po Pm, Pl, (Pk)y 

c) die positiv hyperbolischen Folgen: 

«) P/; P*; Piy (Pm)] ß) pl, Pi, pk, (fim), 

d) die negativ hyperbolischen Folgen: 

«) Pm, P*, Po ipl), ß) Po Pi; P*; (Pm) • 

Dieses Theorem bietet f&r die ursprüngliche Aufgabe^ aus den 
Indices der n Punkte 

Pi; rt) • • • 7 P« 
die Charakteristik des allgemeinen Punktetripels 

Po P*, pi 
zu bestimmen, unmittelbar folgende Losung: 
Man schreibe in dem Indexsysteme 

'j(pj, 'J(po, ...,'^(P.) 

die Indices der vier lineal unabhängigen Punkte 

Po P*; ft> Pm 

mit resp. den Anfangselementen 

P*, pi; pm, pi 

und lese aus den Anordnungen dieser vier Elemente in den ersteren 
mit Hülfe des aufgestellten Satzes direkt die gesuchte Charakte- 
ristik ab. 

Vorstehendes Verfahren wird illusorisch, wenn im Besonderen 
aufserhalb der drei Geraden 

|P.;P*I; |P*;Pi|; 1 Po P< I 

kein Punkt poi vorhanden ist. — Man hat dann drei Möglichkeiten 
zu unterscheiden: 
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a) entweder enthält jede der drei Geraden noch mindestens 
einen dritten Punkt p, 

b) oder es gilt dies für nur zwei Geraden, 

c) oder es findet nur ftir eine einzige statt. 

Nun lehrt die Anschauung, falls der Index eines Punktes pt in 
bezug auf ein lineales System pg., py, pg^ ... gegeben ist durch 

'J{pt) = })«,..., pyy • . -7 pt, • . .; 

dafs ein die Gerade {p^,, pp\ in der Richtung p«, py, p« verfolgender 
Beobachter den Punkt p^ zur Linken liegen hat. 

Hiernach kann in dem ersten Falle aus den Formen der drei 
Indices 

unmittelbar auf die Lage der drei Punkte 

Pi7 Pk7 Pi 

zu resp. den drei Geraden. 

\pk, pH, \pi, p.!, 1^-, M, 

d. h. auf die Charakteristik des Tripels 

Po Pk, pi 
geschlossen werden. « 

Li dem zweiten Falle, wo eine Gerade, etwa {p/, pk\, keinen 

dritten Punkt p enthält, suche man in den Indices 

V(p») = . . ., p*^, pt, pjt^, ... und V(pit) = • • •, p,-,, p.-, p;^, • • • 

zu resp. den Punkten 

p* und pu- 
deren 2 . 2 Nachbarelemente 

P*t» P*. und p,.,, p^,. 
Aus den vier Indices des Punktsystemes 

P»x7 Pt\, pAx; P*. 
bestimmt sich dasselbe 

a) entweder als ein elliptisches mit den Diagonalen 

Ip^, p,J und |p*,,p*.|, 

b) oder als ein hyperbolisches 

«) pi., P.-., Pv^ (P05 ß) P*x, Pk.y P^; (PO' 

c) oder als ein elliptisches mit den Diagonalen 

«) iP.wP*.! und IPh, p*.i; ß) |p/,,p*.| und |p/., pij. 
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Eine einfache Überlegung zeigt, dafs die Charakteristik des 
Panktetripels p,-^ pjc, pi in den Fällen a) und b) jedesmal leicht an- 
zugebeu, dafs sie im Falle c) dagegen nicht bestimmt ist. 

Liegt endlich im dritten Falle ein Punkt \>i auf serhalb der alle 
übrigen n — 1 Punkte enthaltenden Geraden | pk, pi \ und ist sein Index 

'JiPd = Vky P*'? P*"j • • •; Pi) Pr, pr, . . ., 

80 besteht für das Charakteristikensystem der Tripel 

Pif Pk, Pk'] pi, pk'j pk"] . . .; pii pi, pi'] pi, pif, pr] • . . 

eine n — 1 deutige Möglichkeit. 

Indem man daher von allen denjenigen Systemen ^» absieht, 
in welchen sich die n Punkte auf je zwei Gerade und zwar so ver- 
teilen , dafs der Schnittpunkt dieser für ihre Punktsysteme ein ge- 
meinsames Grenzelement darstellt, erhalt man den fundamentalen Satz: 

Theorem 2: In einem ebenen Punktsysteme 

^«=Pi; Pi7 '", Pn 

stehen das Charakteristikensystem der ^ Punktetripel 

Pi; Pi, Pi] Pi7 Pif P4; • • •; Pn-i, pn-i, P» 
und das System der n Indices 

in eindeutig umkehrbarer Abhängigkeit. 

Die Beschreibung eines Punktsystemes aus seinem Indexsysteme 
kann durch passende Auswahl der zu diskutierenden Punktequadrupel 
wesentlich vereinfacht werden. 

Man setze — dem allgemeinsten Fall zu genügen — das Punkt- 
system als lineal unabhängig voraus und bestimme entsprechend 
dem Index 

'J{Pi) = Piy Pa^y K; •••> Pan 

anter Adjunktion des Punktes p^ ^^^ Vorzeichen der n — 2 Punkte- 
folgen 

Dieselben seien gegeben durch resp. 

C^f C^j C^y * * •! ^n — 1« 

In bezug auf zwei benachbarte Folgen 
giebt nun die Anschauung den Satz: 



32 Erster Abschnitt. 

Je nachdem die den beiden Folgen zugehörigen Vor- 
zeichen 

Cj_i und Ci 

eine Zeichenfolge oder einen Zeichenwechsel ergeben, ist 
die Punktefolge 

durch das positive bezw. durch das negative Zeichen 
charakterisiert. 

Die wiederholte Anwendung dieses Kriteriums führt zu dem all- 
gemeineren: 

Je nachdem in der Zeichenreihe 

eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln 
statthat^ kommt einer Punktefolge 

das positive oder das negative Vorzeichen zu. 

Nachdem vermittelst dieser Beziehungen erst die Charaktere 

aller Punktetripel p^, pk, pi bestimmt worden, ergiebt sich das 

Zeichen einer Folge pi, p^^ pi schon aus dem Vergleiche des Index 

eines der drei Punkte mit demjenigen des Punktes p^. Denn je 

nachdem die Indices 

'J(p.) und 'Jipd 
die Punkte 

pk und pi 

in gleicher oder in entgegengesetzter Folge enthalten, liegen diese 
auf ein und derselben oder auf verschiedenen Seiten der Geraden 

und es hat also das Tripel 

Ph pk, pi 
mit dem anderen 

PlJ pk, pl 

den gleichen oder den entgegengesetzten Charakter. 

Die vorstehenden allgemein stets anwendbaren Methoden werden 
in speziellen Fällen oft durch der Natur des betreffenden Falles sich 
anpassende einfachere zu ersetzen sein. So liefert beispielsweise das 
Indexsystem 

'J(Pl) = P2} Ps; • • •; Pn-1, pn, 
'^(Pä) =1^8» P4> • ••; Pny Pl, 

''fiPn) = Pl, Pi, ..., p,_s„ v,_r 
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■ 

für ein beliebiges Eleme&tequadrupel 

Vif P*7 Po Pm 

(i<Jc<l<fn) 
das andere 

'J(P,) = pjt, Po Pm, 'JQpk) - P/, Pmy K 
'J(Pd — Pm, Pn P*, '«^(Pm) — Po P*, P/- 

Letzteres aber läJÜBt sich in der Form schreiben: 

'J(pi) = p*, p/, P«,, 'J{pk) = Po Po P«, 
'J(P0 = P-, P.I P*, '^^(Pm) = Po Po P* 
and bestimmt somit die Folge 

Po P*> P« 
als positiv elliptisch. 

Wenn in der Folge ein Punktsystem durch sein Indexsystem 
definiert erscheint, werden die Charakteristiken der Punktetripel 
gleichfalls als schon bekannt vorausgesetzt. 

Während die Beschreibung eines bestimmten Punktsystemes aus 
den Indices seiner Elemente die Kenntnis des Drehungssinnes jedes 
einzelnen verlangt , sind die Lösungen vieler anderer Probleme von 
dieser Voraussetzung unabhängig. Es ist deshalb oft zweckmäfsig, 
den Index eines Punktes in der unbestimmten (doppeldeutigen) Form 
zu schreiben: 

Man erkennt leicht, dafs das aus dem Indexsysteme 

einer vorliegenden Punktgruppe 

Pi 7 Ps > • • • > P« 
entstehende 2" -deutige System 

mindestens ebensoviele realisierbare Indicesreihen umfafst, als die 
gegebene Punktegruppe verschiedene ebene Gentralprojektionen besitzt. 
— Denn teilt die durch das Perspektivitätscentrum zur Projektions- 
ebene E' gelegte Parallele E'' das Gebilde 

Pl9 P« 7 • • • 1 P« 

in die beiden Gruppen 

PlJ P«7 •••; pm ^^^ Pm+l? Pm+2> •••! P»7 
Eberhard, Oeometrie. 3 
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so gelten für die in der Ebene E' durch d^ren Durchschnitt mit der 
ursprünglichen E getrennten entsprechenden Punktegruppen 

die Beziehungen: 

'J(p;) = 'J(p*) und J'(p',n+k) = 'J(pm+k), 

A = l, 2, ...,»», h== 1,2, . . .,n — m. 

Es wird dieser Zusammenhang zwischen dem erweiterten und dem 
eigentlichen Indexsysteme weiter unten in § 11 noch eingehend 
diskutiert werden. 



§ 4 Primäre Pnnktgrappen. 

Eine erste vorteilhafte Anwendung der aufgestellten Begriffe 
bietet die Lösung der Aufgabe: 

Die durch ein beliebig gegeb'enes Punktsystem 

bedingte Einteilung des ebenen Strahlenfeldes in ein System 
einander ausschliefsender Strahlenbereiche vollständig zu 
beschreiben. 

Das Problem entspringt aus folgender Definition: 
Zwei aufserhalb der n Punkte p, beliebig in der Ebene gewählte 
Geraden g^ und g^ gehören den nämlichen oder verschiedenen pri- 
mären Strahlenbereichen 8 an, je nachdem sie entweder ohne oder 
nur mittelst Durchganges durch einen Punkt p,- stetig ineinander 
überführbar sind. 

Da die Geraden in bezug auf den Punkt p^ und irgend einen 
zweiten Punkt pi von deren zwei Verbindungsstrecken 

\PiyPi\i li°d IpiypiU 

a) im ersten Falle notwendig ein und dieselbe, 

b) im zweiten notwendig beide treffen, 

da somit die n Punkte p des Systemes ?ß« rücksichtlich der von ^, 
und g^ gebildeten zwei Flächen 

(ff 1,92)1 und {gi.g^X 

gemäfs den beiden unterschiedenen Fällen 

a) entweder nur einer einzigen angehören, 

b) oder sich auf beide verteilen, 

so können die beiden Geraden zu demselben oder zu verschiedenen 
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Bereichen S gerechnet werden, wenn bei irgend einer um ihren 
Schnittpunkt ausgeführten Drehung der einen in die andere Gerade 

a) entweder kein — b) oder mindestens ein — 
Punkt pi passiert wird. 

Hiernach ist als der primäre Strahlenbereich Sg einer keinen 
Punkt pi enthaltenden Geraden g die Gesamtheit derjenigen Geraden, 
und unter der ihn abgrenzenden primären Punktgruppe das System 
derjenigen Punkte pi zu verstehen, in welche die Gerade g bei 
stetiger Bewegung ohne vorherigen Durchgang durch einen solchen 
Punkt übergehen kann. 

Behufs genauerer Bestimmung des Bereiches Sg fasse man die 
auf verschiedenen Seiten der Geraden g gelegenen Punkte zu resp. 
den Gruppen zusammen: 

Zwei um diese beiden Gruppen geschlungene Fäden lassen sich 
auf zwei sie umschliefsende durch resp. m^ und mg Punkte eindeutig 
bestimmte Polygone zusammenziehen, und letztere werden durch 
ihre beiden inneren gemeinsamen Tangenten 

\p,'/pa^\ und H);,'pi| 

in bezng auf die Gerade ^ in je einen konvexen und einen konkaven 
Zug zerlegt. 

Alsdann bestimmen die Ecken der beiden konvexen Züge 

die aufeinanderfolgenden Grenzelemente des gesuchten 
Strahlenbereiches S... 

iß 

In der That teilt jede Seite 

ip/, p:-hit oder |>*,>*4.i| 
des resultierenden Primär- m-Ecks 

Pl y Pi} " '} Paif Pif p2f ' ' •} Pa^ 
(a^ + Og = w) 

das Punktsystem ^» gleichfalls in die Gruppen 

^' und '^, 

so dafs von den beiden durch g und die betreffende Seite gebildeten 
Zweiseiten das eine alle, das andere keinen Punkt p enthält, und 
folglich g durch blofse Drehung um den Schnittpunkt 

(?, I Pi> p;+i I) oder {g, \ 'p, , >+i ! ) 



3 
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ohne Durchgang durch einen anderen Punkt p direkt in eine Ecke 

p/ oder 'pk 
übergeführt werden kann. 

Eine nähere Betrachtung der den Bereich S^ begrenzenden 
Punktgruppe läfst folgende zwei charakteristische' Eigenschaften der- 
selben erkennen: 

1) in den beiden Teilzügen 

'Ky Po P2'> "y P'<h, >i und p;, , 'pi, 'psj, . .., X, Pi 

sind von je drei aufeinanderfolgenden Elementen 

p'i-i , pi\ pi^i und 'pj^^ij 'pjt, %+i 

das erste und das dritte allemal Nachbarelemente in dem Index des 
zweiten, jedoch stets in entgegengesetzter Reihenfolge: 

J'iPi) «==•••, p.'-i, pi+i, . . ., 'J(pk) = • • •; 'P*-i, 'pk+i, ■ . ., 

und 

2) die Charakteristiken der Punktefolgen 

Pi\ p2, W; P2^ V97 Pi'; •••; l^ax-a; Pa,-i, 15«.; 

P'ay-17 pa,} 'Pr, pA,, 'Pi, >2; 
'Pi, >2 7 'Ps; 'P27 'Ps> 'Pa] • • •; >a,-2, >%-i, 'K; 

sind resp.: 

+ 1, -1; 

+ 1, +1, ..., +1; 

-1, +1. 

In den besonderen Fällen 

1) a2 = 2, 2) 0, = !, 3) a, = 

reduzieren sich die Charakteristikensysteme auf: 

1) ..., -1, -1, +1, -1, -1, +1, -1, -l,---; 

2) ..., -1, -1, +1, +1, +1, -1, -1, •••; 

3) -1,-1, •••, -1,-1. 

Umgekehrt ist ersichtlich, dafs jede beiden Bedingungen ge- 
nügende cyklische Punktefolge 

Pl) Pi} • ' '} Pöi 1 Pi ^ p2 > • • • ; Pa^ 

notwendig die begrenzende Punktgruppe eines primären Strahlen- 
bereiches Sff darstellt. — Denn da bei jedem stetigen Übergange 
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zweier Geraden der Ebene in einander allemal eines der beiden an- 
fanglich von ihnen gebildeten Zweiseite Tollständig durchstrichen 
wird, bei der mittelst successiver negativer Drehung um die Punkte 

Pl) Pif • • • ; P<h 

erfolgenden Überführung einer veränderlichen Geraden g aus der 
Lage 

\Pl7'Pa^\=9l 

in die andere 

I Pa, , >l I = 92 

aber kein einziger Punkt p passiert wird, mufs eine der beiden Flächen 

Fiiffiyg^) und F^ig^.g^) 
von Punkten p vollständig frei sein. 

Gleichzeitig folgt aus der Definition des Systemes 

P\i P%i • • • ; Poi > 

P\J P%} ' ' '} Po%f 

dafs die Punkte der ersten Reihe zur Rechten der Geraden g^ und 
zur Linken der Geraden g^ , die Punkte der zweiten aber zur Linken 
der Geraden g^ und zur Rechten der Geraden g^ liegen , dafs dem- 
nach die ersteren dem einen , die letzteren dem anderen der die 
Fläche F^igif g^) bildenden zwei Scheitelwinkel angehören. Infolge- 
dessen wird eine durch den Schnittpunkt (g^ , g^) innerhalb der 
Fläche Fi(giy g^) gezogene Gerade g gleichfalls zwischen den beiden 
Punktgruppen hindurchgehen, und es werden die vollständigen zu g 
gehörigen beiderseitigen Systeme 

^; und '^^ 

von zwei einfachen konvexen Polygonen eingeschlossen sein, deren 
zwei gemeinsame innere Tangenten mit den Geraden g^ und g^ zu- 
sammenfallen. 

In Jen die beiden Eckenpaare r 

Pi', p; und >,, >a. 

verbindenden bis auf die ersten Kanten nach g zu konvexen Zügen 

'K , l>l', (\2) ^t9 • • • J P^x ^^^ P^x f '<Ji /^8 /fls > • • • > 'P«. 

ist aber jede folgende aus den zwei vorhergehenden Ecken genau 
durch denselben Prozefs eindeutig definiert, wie resp. in den anderen 

'Pa,, Pi', P2, '•'} Pk und pa,,% , 'Pj, . . ., >fl,. 

Es folgt daher successive: 

^2' = Ps'? fls'= P/; • • • und 'qj, = >,, 'qg =>», • • •• Q. e. d. 
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Die angegebenen zwei Eigenschaften einer primären Punktgruppe 
machen es möglich, aus dem Indexsysteme eines Punktsystemes ^» 
und den Charakteristiken seiner Punktetripel successive alle primären 
Strahlenbereiche abzulesen , welche in dem Punkte p^ ein gemein- 
sames Grenzelement besitzen. Besagte Eigenschaften involvieren 
nämlich die folgende allgemeine Regel: 

Man bestimme im Systeme ^n ausgehend yon dem Punktepaare 

Pn, Pi 

die beiden Folgen ' 

1 j \^n } Pi f ^i f T^ y ' ' ' y Vg , Xi f 
2) Pl9 Pn, ]ly \iy • • . , fff ; f 1 

gemäfs den Bedingungen: 

1 a) 'J(pi) = p„ , r/, . . . , '«/(r/) = Pi , ta', . . . , ' J"(r/) = r/, tg', . . . , 

^ V^(j> ) ""^^ ^g — 1 ; ^l ; ' ' ' } 

/5)c(p»,Pi,0 = + l, c(^,r/,r2') = + l, c(r/,r2',r3') = +l,..-, 

; ^(yQ-'^}^—i)^g)= + i) 

2a) 'J(p,) = f.', »)i , . . . , 'J(fO = f,', p, , . . . , 'J(f;) = f,', f/, . . . , 

'J^(fa') = fi", fff— 1, . . ., 

7 ^(f<y— »> fa— 1, \a) = — 1 , 

<f«r'-l, f.', n = + l, 

und setze darauf erstere fort in den beiden Reihen 

*- ) H 7 * 8 7 ^3 7 .... 
^ } 11 > l2 7 13 > • • • • 

gemäfs den veränderten Bedingungen: 

r«) ' J'CO == ^2"; V» "-y '«^(V)=Vj V; ••••; 'J(h") = h''7 h\ •••; 

/3) o(r,', r/', r,") = + 1 , 0(1/', r,-, r«") = - 1 , 

2«) 'Ja/') = f„', y, . . . , 'J( j,") = j,", f,", . . . , 'jr(f,") = f,", ^;', . . . , 
ß) cCfo', fi", f,") = - 1, C(f.", v, fj'O = + 1 , 

c{\»", f,", D = + 1 , 



• • 
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Alsdann werden beide Reihen in einem und demselben 
von allen vorhergehenden verschiedenen Elemente endigen. 

Vereinigt man nämlich die zur Linken und Rechten der Geraden 
\pny Pi\ liegenden Punkte pi zu resp. den Gruppen 

'5ß„,i und ^;i, 

so wird der die beiden Gruppen 

'*n.i, P«, Pi und 5ß;x 

trennende Strahlenbereich von einer mit den beiden abgeleiteten 
identischen Punktgruppe I begrenzt. 

Ein Wechsel der ursprunglich in den Indices 

J{pn) und J(pi) 

eingeschlagenen Fortschreituugsrichtungen, 

'JiPl) = Pn , r/, . . . , 'J{pn) = ii', Pi, ... 

d. h. die Darstellung des Indexsystemes in der Form 

«^(^l) = ^ > ^2 > • • • > «^' U J =* L > pn, . . . , 



sowie die entsprechende Beobachtung der den obigen entgegen- 
gesetzten Zeichenreiheu 

c(P», Pi, ri) = - 1, c(^, p„,yi) = + i, 

<^iPi7\, ^2) = — 1, c(p«, T,, Q = + 1, 



führt in der resultierenden Primärgruppe 

auf die der ursprünglichen im Punktepaare 

P«; Pi 

zugehörige Gegengruppe. Dieselbe stellt das Grenzpolygon des die 

beiden Systeme 

'^n,i und %,i, p., p, 

scheidenden primären Strahlenbereiches dar. 

Da der Punkt p„ in jedem ihn enthaltenden Primürvieleck zwei 
anderen Punkten pk und pi benachbart ist, und da zwei getrennte 
Geraden 

\pn,Pk\ und \pn,pl\ 
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das System ^n stets auf andere Weise in zwei Gruppen teilen, so 
wird die successive Ausführung der beiden vorbescbriebenen Methoden 
an den n — 1 in ebensovielen diskreten Geraden annehmbaren 
Punktepaaren 

in den 2n — 2 resultierenden Primärvielecken auch wirklich alle die- 
jenigen ergeben, welche den Punkt ))n enthalten ^ und zwar wird 
dabei jedes genau einmal auftreten. 

Die so erhaltenen 2n — 2 Gebilde ordnen sich um die einzelnen 
Punktepaare p«, p,- zu je vieren derart an, dafs, wenn wieder die zur 
Linken und Kechten der Geraden | p» , pi\ vorhandenen Punkte resp. 
zu den Gruppen 

'^n., und ^;, 

zusammengefafst werden, die vier Zerlegungen des Systemes $» in 
die Bestandteile 

I. '?ßn,., Pn, Pi und ^;,, IL '5ßn„ UUd ^ß«',,, P» , Pi y 

III. '^„,,, Pn und 5ß;,, Pi, IV. '5ß^„ Pi und ?ß;,, Pn 

vier bezügliche Primärpolygone definieren. In diesen vollzieht sich 
der Übergang der allen vier gemeinsamen Seite 

\Pny Pi\ 

in die ihr jedesmal benachbarten zwei anderen Seiten 

|p„, pk\ und \pi, pi\ 

^ I. durch negative und positive, 
IL durch positive und negative, 

III. durch positive und positive, 

IV. durch negative und negative 
Umdrehung in resp. den beiden Strahlenbäscheln 

S(pO und (Sp,)- 
Infolgedessen haben entsprechend dem Index 

1) die Primärvielecke I und IV den Primärwinkel p«|p,, p,-i|, 

2) die anderen II und III den Primärwinkel pn|pi+ii p.| 
zu einem gemeinsamen Grenzwinkel. 

Schliefst man den Punkt p„ aus dem Systeme $ßn aus, so ver- 
einigen sich von je vier Strahlenbereichen 

I, II, III, IV 
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sowohl I und IV als 11 and m zu je einem primären Strahlen- 
bereiche des Systemes $n— i, und es reduziert sich somit die Bestim- 
mung der Primärgruppen des Systemes ^« auf . diejenige der noch 
übrigen analogen Gruppen im Systeme ^»^i . Q. e. d. 

Die vorstehende Methodä wird durch die Annahme von m ^ 3 
Punkten p auf einer einzigen Geraden g nicht wesentlich alteriert. — 
Denn sind '^ und ^' die zu beiden Seiten der Geraden liegenden 
Punktgruppen, und ist die Reihenfolge der Punkte auf g zwischen 
den beiden äuföersteh Grenzpunkten 

pi und % 
gegeben durch 

80 teile man letztere in zwei Folgen 

(A = 0, 1, 2, ..., m — 1) 

und verbinde diese mit 

<P' und '^ 
zu den Gruppen 

a) ^', Pi , . • . , pA und '?ß, pA+i f "y ?m, 

b) $', Pa+1, ..., Vm und '5P, Pi, ..., pA. 

Alsdann bestimmen die 2 - m resultierenden Gruppenpaare eben- 
soviele primäre Strahlenbereiche. Demgemäfs wird man bei Ab- 
leitung der zu einer Teilung 

'^1 (Pi> -••; P*) «nd $ßV(pA+i. •••> P«) 
gehörigen Primärgruppe aus dem Indexsysteme 

J'iPl) , J'iP») ,'■■, J'iPn) 

die Elemente 

Pli Pl> •••; Pa— 1 und pA+2, ..., Pm-l, pm 

überhaupt aufser Acht lassen. 

Das oben beispielsweise behandelte Indexsystem 

'J'CPi) =* Pa> P8> • • •> P— 1; Pn, 

'J{P%) = P3} Plf •••» Pny Pl; 



V(pn) — p, , p2 , . . . , p„-2 , P«-l 

ergiebt 
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a) für den Fall ife — i^S: 

'J(pi) = pA_i , p4 , . . . , 'J(pt) !=pi, pi^t, ..., 

c(pt, piy pk^i) = + 1 , c{pi, pk, p/4-i) = — 1 J 

'J{pk-i) = pi , pi+i , . . . , V(p»+i) = pA-i , pk, . . . , 

c(p*-i, Vo Pi+i) = + Ij ^(^+i> <>*; <>*-i) = — 1» 

b) für den Fall Ä - i = 2: 

'^(pO = pi+i 7 Pi+8 > • • • ; '«^(pi+z) = Po pi+1 ) • • • ; 

c) für den Fall k — i=l: 

^(Pi; Pi+i> Pi+i) = + 1 , c(<)i+i, p,+2, pi+s) = + 1 , 

'e^(p.-|-2) == Pi + 3, P.-f4? • • -y '«^(pi-f») = Pi+^9 P« + 5 7 • • •> 
C(p.-f.a, P. + 3, Pi+i) = + 1, c(p.. + 3; pi + 4, Pi + ö) = + 1 , 

• • 7 

'Jipi^i) = P.-l, P/, ■ . ., 't/(p.-l) = P/, P. + l, . . ., 

C(p,_8, p,_-i, PO = + 1, C(p._i, p,, p.+i) = + 1. 

Es resultieren mithin als primäre Punktgruppen: 

a) die y^*(** — ^) Piniktequadrupel 

Pii Px'p.+i; P*-i» 

b) die n Punktetripel 

p.|p,-i, pi+i, 

c) das primäre n Eck 

poo I Pl , p2 7 • ■ '7 P» • 

Es mag noch hervorgehoben werden, dafs in bezug auf irgend 
eine primäre Punktgruppe 

Pl 7 P2 7 • • • 7 Poi 7 
Pl 7 P2 7 • • • 7 Poi 

die Lage jedes anderen Punktes px bestimmt wird durch die Be- 
Ziehungen: 

<Px, p/„ PO = + 1 = c(P«, 'K, 'PO 

die Lage eines Punktes der Gruppe selbst aber durch: 

a) c(Po pi, ,p!,) = + l c(p.', 'pk. , 'PO , h<i<h, 

b) c('pi, 'pi. , 'PO 1 = - c('p* , p,; , pO , K<k<k,. 
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Im Besonderen Mndet man hinsichtlich eines primären Punktetripels 

die Formeln: 

c{pxf Pi, »J8) = + l, c(p,, p2, <>3) = + l, o{p,, PsyPi) = ±if 

(a; = 4 , 5 , . . . , ») . 

wo in den einzelnen Relationen entweder stets das obere oder das 
untere Vorzeichen gilt. 

Die Gesamtzahl der Primärgruppen eines Punktsystemes $„ läfst 
sich unabhängig von ihrer Beschreibung im Einzelnen unmittelbar 
aus dessen Singularitäten durch folgende Überlegung finden: 

Es bilden die Strahlen eines aufserhalb jeder Geraden | p,-, pk \ 
gelegenen Punktes n primäre Teilbüschel, welche resp. ebensovielen 
primären Strahlenbereichen von ?ß„ zugehören. Demzufolge zerfallen 
die Puukte einer durch keinen Punkt p laufenden Geraden g gegen- 
über einem g nicht enthaltenden primären Strahlenbereiche /S^ in 
zwei getrennte Eontinuen, nämlich in eine Strecke von Innen- und 
in eine Strecke von Aufsenpunkten, welche durch die Schnittpunkte 
der Geraden g mit zwei Seiten des S^ begrenzenden Primärpolygones 
getrennt werden. Eine Ausnahme hiervon findet nur rücksichtlich 
des zu der Geraden selbst gehörigen Strahlenbereiches S^ statt 

Da hiernach ein die Gerade g einfach und in bestimmter Rich- 
tung durchlaufender Punkt einmal in jeden Bereich Sg' ein- und 
einmal aus jedem solchen austritt und da er beim Passieren einer 
i Punkte p verbindenden Geraden aus dem gemeinsamen inneren 
von i — 1 Primärbereichen in das gemeinsame Innere von i — 1 
anderen übergeht^ so berechnet sich die Gesamtzahl a^ der primären 
Strahlenbereiche des Punktsystemes $» durch die Formel: 



1) fl,= l+2(*-l)»»" 



WO m, die Anzahl derjenigen Geraden angiebt, in welchen je i Punkte 
p liegen. 

Durch weitere Einführung der Anzahlen 

n n 

i=s2 i«2 



*) Offenbar ist eine Gerade | p. , pj^ ' gemeinsamer Schenkel doppelt so 
vieler Primärwinkel als sie Scheitel p^^ solcher enthält. Es zählt daher der Aus- 



44 Erster Abschnitt. ' 

aller Primärwinkel ^•|))jt; pi\ und aller Grenzstrahlen .\piy pk\ des 
Punktsjstemes ^„ erhält man aqs (Jl) die dem Euler'schen Poly- 
edersatze verwandte Relation: 

3) <f^ — 6^ + 6Q= 1. 

Als spezielle Anwendung der Formel (1) erhält man: 

1) die Anzahl der primären Punktgruppen bei allgemeiner Lage 
der n Punkte )),•, nämlich 

<^2 = l + YW(w — 1), 

2) die entsprechende Anzahl für das Schnittpuhktsjstem von 
n lineal unabhängigen Geraden^ nämlich 

<^si == 1 + n (» — 2} H "2VT72 

Es werde in einem beliebig vorgelegten ebenen Punktsysteme 
5ßn die Anzahl der Primärw-ecke mit Xm bezeichnet. Dann genügen 
die Werte 

offenbar den beiden Relationen: 

1) 0^3 + a;^ + a?5 + Xß H p a:„ = (y^ , 

2) 30^3 + 4a;4 + 5^5 + 6a:^j + • • • + w • a;„ = 2a^ . 
Die Kombination derselben ergiebt: 

3) a?3 — a% — 2xq — 3a;7 — • . • — (» — 4)x« = Aö^ — 2(^1 , 
Man kann aber schreiben: 

n n 

4) 4<y2-2(yi =4 + 42' (^— 1) ^1 — 22'* •'^' 

«=2 1 = 2 

n 

= 4 + 22'(* — 2) nii = 4 +2.4. 

Also geht die Relation (3) über in 

5) x^ — x^ — 2xq- (w — 4) a;« = 4 + 2A, 

und es gilt der Satz: 



druck 2 * ^ i • m^ die Schenkel sämtlicher Primär winkel, jeden genan einmal, 



1 = 8 



und folglich der andere ^ i • m^ die Winkel selbst. 



i=8 
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Tlteorem 3: In allen ebenen Punktsystemen der gleichen 
Sinccularität A hat der Ausdruck 

a?« — ^6 — 2iCß — SXfj — • • • 
\ ■ , 
einen von der Anzahl und der gegenseitigen Lage der 

Punkte des Systemes völlig unabhängigen invarianten Wert. 

Die volle Bedeutung und Tragweite des Satzes wird erst in 
(dem dritten Abschnitt dargelegt werden. 

Die durch ein Punktsystem 

bedingte Eiätejlung des ebenen Strahlenfeldes in primäre Strahlen- 
kontinuen mit wohldefinierten Grenzvielecken ist. für alle Perspektiven 
Bilder desselben im wesentlichen die gleiche. Nur die äufsere Ge- 
stalt eines Grenzpolygones kaiin insofern eine Änderung erfahren, als 
dessen fiatOjliche Eckentblge durch die Strahlen des zugehörigen 
Primärbereiches bei verschiedenen Projektionen auf verschiedene 
Weisen in je zwei getrennte Züge geteilt wird. 

Im besonderen nimmt bei jeder Projektion das Grenzvieleck des- 
jenigen primären Strahlenbereiches die einfache konvexe Form an, 
von dessen Elementen eines in die unendlich ferne Gerade der Pro- 
jektionsebene übergeht 
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eines Prmkt&yBtemes. 

Die im Torigen Paragraphen entwickelte Methode zur Bestim- 
mung aller Primärvielecke einer gegebenen Punktgruppe ^^ läfst bei 
näherer Betrachtung eine wichtige Eigenschaft des zugehörigen Index- 
systemes hervortreten. 

Zunächst ergiebt sich, dafs sämtliche Primärpölygone von 

bereits aus beliebigen n — 1 Indices 

'J{Pi). 'J(P,),...,'J(pn-l) 

abgeleitet werden können. 

Denn bestimmt man — dem allgemeinsten Falle entsprechend 
— in dem gegebenen Schema 
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'^iPi) = P«> Pi'\ Ps'y "7 P»-i> 



'j-(p._x) = ;),, p^r'\ p^r'\ ••- P!rr/^ 

(die Charakteristiken aller Punktetripel in der Gruppe 

^«-1 = Pm P%} •••? Pn-l 

sind dann gleichfalls als bekannt vorauszusetzen) ausgehend von 

irgend einem Punkte 

Pi = (\i 
eine stets mögliche Folge 

gemäfs den Bedingungen: 

'J^M = Pn7 (\27 •••; 
'J{^i) = ^l> ^8; •••> 'Ji^s) = ^i^ ^Ay "f "} '«?'(qa-l) = qa-2, fla , • - • , 

^(^1; ^2» Qs) = c(Q«? Qs? flj = . . . = <j(qa-.2, qa-1, qa) = «; 
'J{(\a) = qa-1, ti, . . ., «/"(tj) = tg, q«, . . ., 
— c(qa-i , q« , O = £ = c(qa , r^ , r,) ; 

'^(y%) = ^3; ^n • • • 7 '^ih) *=* ^4> ^21 • • • 7 • • • ) «^(^,^— l) = V, tyy— 2, . . ., 

<^i , h^h) = ^(rg, r», r^) = c(r^_2, r^-i, r^) €; 

c(r^-i, r^, fi) = « c(r^, f^ , y ; 

«'(W *^ 117 IS; • • '7 «'(fs) '"^ 127 147 • • -7 • • -7 ^ih—V ^^ ly— 2? ly; • • •; 

C(fl, fg, f») = CCfj, j,, y = . . . = C(fy_2;jy_l, fy) = £ ', 

«'^(fy) *== fy— 17 Pn, • . •; 

wo £ die positive oder die negative Einheit bezeichnet^ so folgt aus 
bekannten Schlüssen: 

1) cGy-i, fy , pn) = c(fy, pn, qO = c())«, qi, q,) = s, 

2) V(t).) = fy, q,, ..., 

und es stellt sich die gefundene Punktgruppe als eine primäre dar. 
Indem man in diesem Verfahren zunächst die Fortschreitungs- 
richtung in dem Index des Ausgangspunktes qj umkehrt und darauf 
diesen selbst successive in alle Elemente von $»— i verlegt, wird man 
sämtliche 2n — 2 den Punkt pn enthaltende Primärpolygone und mit 
ihnen alle im Index J(pf^ benachbarten Elementepaare, also auch 
diesen Index selbst eindeutig erhalten. 
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Es kann geschehen, dafs die für die Elementenreihe 

Pn, qi, q«, ..., Pn 
ma(sgebenden Bedingungen die Formen annehmen: 

1) '«^(qO^p-» q2; •••; 

'^(q2)=qi> qs? • • •; '«^(qs)=qa> q4; • • •? • • •> 'e7'(qa-i)=qa_2, q«, . . ., 
^(q^ q^. qa) == ^(qa» qs; q4) = • • • = ^(qa-?, qa-i, q«) = « ; 

«/^(q«) =" qo— 1 , t, , . . . , e^(i^i) = ^2 > qa , • • . , 
— c(q«-.i, qa, ti) = € = c(q„, r^, r,); 

^(1^1, ta, Tj) = c(r8, ts, rj = • • • = c(r^_2, r^-i, r^) = - «; 
2) 'J(qi) = Pn, q,, ..., 

'«^(q2) = qi> qs» •••> '«^(q«)=q2> q4» •••> •• •> '«''(qa-O— qa--2, qa, ..., 

^(qi; q2> q») = ^(qa, qj, qj = . . . = c(qa-2, q^-i, q«) = «; 

'^(q«) = qa-i; pnj ...; 

oder 3) 

'•'^(qi) = pn, q«, ..., 

'«^(q2)=qij qs» •••> '«'^(qs) = q«'? q*; •••> •••> 't^(qa-i) = qa-2, q«, ..., 
^(q^ q»; qa) = c(q2, qs> q4) = • • • = <qa-2, qa-i, q«) = «; 

'«''(q«) = q«-i> pn, • ••. 

In allen drei Fällen sind zwar die resultierenden Punktgruppen gleich- 
falls primäre, und demnach die Punktepaare 

1) qi, "^ßy 2) qi, q«, 3) qj, q« 

jedesmalige Nachbarelemente im gesuchten Index 

die Vorzeichen der Punktefolgen 

1) q/?-i7 "^ßj pn ; r^, P», qi ; pn, qi, q^ ; 
2, 3) qa-i, q«, pn 5 q«, Pn, qi ; P», qi , q2 ; 
sowie der Drehungssinn von 

bleiben dagegen unbestimmt. 

Berücksichtigt man, dafs Primärgruppen des speziellen Charakters 
nur und immer resultieren, wenn der Punkt p» zu dem Aufsenpolygone 
des Systemes ^n gehört, dafs ferner dann von den ihn enthaltenden 
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2n — 2 Primarvielecken j^ emes, nämlich das AafseDpolygon und das 
andere pn|$n— i? der zweiten und der dritten, alle übrigen aber der 
ersten Reihe von Bedingungen entsprechen, und dafs endlich die 
ausgeführten Deduktionen ihre Anwendbarkeit nicht verlieren, auch 
wenn in ^^ singulare Punktetripel vorhanden sind, so schliefst man, 
alles zusammenfassend, den Satz: 

Theorem 4: In jedem ebenen Punktsysteme $« ist der 
Index irgend eines Punktes durch diejenigen der n — 1 an- 
deren bis auf seinen Drehungssinn unzweideutig bestimmt. 

Die Einfachheit dieses Qsesetzes und seine Bedeutung für die 
weiteren Entwickelungen läfst gegenüber dem vorstehenden kompli- 
zierten Beweisverfahren es zweckmäfsig erscheinen, die Ableitung des 
Satzes noch auf anderen direkteren Wegen zu versuchen. 

Zweiter Beweis. 

Dafs zwischen den n Indices «/^(pi) eines Systemes $« eine Ab- 
hängigkeit vorhanden und wie dieselbe im allgemeinen beschaflPen 
sei, kann unmittelbar aus der Anschauung erkannt werden. 

Zu dem Ende denke man sich in einem ganz beliebigen (eifiem 
allgemeinen oder singulären) Systeme von n — 1 Punkten 

Pi> P»; • • M P«-i 
deren paarweise Yerbindungsgeraden gezogen: 

Die aus einem Grundpunkte nach den n — 2 anderen fährenden 
mi Geraden teilen die Ebene in m, einander ausschliefsende zwei- 
seitige Flächen, sogenannte Primärwinkel. Ein aufserhalb der Ge- 
raden I pi , pk I beliebig gewählter Punkt pn der Ebene wird daher in 
den n — 1 Strahlenbüscheln pi genau n — 1 Primärwinkeln angehören, 
nämlich: 

Es kann der Punkt pn bei stetiger Bewegung weder eines dieser 
n — 1 Gebiete verlassen, noch auch in eine der aufserhalb derselben 
etwa vorhandenen Geraden |p,, pjc\ eintreten, ohne eine der 2w — 2- 
^eraden 

zu passieren. Die von letzteren um den Punkt p„ abgegrenzte Fläche 
ist daher identisch mit dem ihn enthaltenden Primärgebiet F{pi^ in 
dem Systeme aller Yerbindungsgeraden |pi;|);k{. 
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0£Penbar stellt diese Fläche den ganzen gemeinsamen Deckangs- 
bereich der vorgenannten n — 1 Primärwinkel dar. 

Denn genügen zwei Punkte pn und q« den Bedingungen 

^(Pi) = • ■ •; Pi.j Pn, q«, Pk,, ' ' •, 



J(pn-i) = • • •, ^„_i, p«, q„, pi._i, • • •, 

so wird die den Primärwinkeln gemeinsame endliche oder unendliche 
Verbindungsstrecke pn , q» von keiner Geraden | pi , pk | getroffen^ und 
es können folglich p» und q«, aufserhalb letzterer stetig ineinander 
übergehen. 

Jede Primärfläche F(pn) in dem Systeme der Geraden 

besitzt also ein ihr charakteristisches Indexsystem: 

'^(Pl) =*•••, Pü, Pny Pk,y '", 

} 

'J(pn-l) = • • • , fr„_i , pn , P*«_i , • • . 

Sei der Index des Punktes pn gegeben durch: 

Derselbe wird bei stetiger Bewegung von pn solange invariant 
bleiben^ als je zwei in ihm benachbarte Elemente 

p(n) und p(»|, 

ihre Aufeinanderfolge inne halten. Ein Wechsel in letzterer • kann 
aber nur eintreten^ indem der Punkt pn 

1) entweder eine der Geraden 

I ö(«) t\{n) 1 , Y\in) ü(n) 1 . . | t\(n) h(») I 1 öC«) hC«) 1 

\ri f ¥2 \> rg ? Vs I » • • •; I V„— 2 > K—l \ f \ r«— 1> n | ? 

2) oder die unendlich ferne Gerade passiert. 

Im ersten Falle werden nur zwei^ im zweiten je zwei benach- 
barte Elemente ihre Stellen vertauschen, und es wird demgemäfs der 
Index resultieren: 

2) 'JiPn) = p':L„ . . ., Pii}.,, pw, . . ., pw. 

Nun besitzt die den Punkt pn enthaltende Fläche F(pn), 

a) wenn sie endlich, mindestens drei, 

b) wenn sie unendlich, mindestens zwei 

Ebevhard, Geometrie. 4 
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sie begrenzende Verbindungsgeraden |p,-, pkl- In jede solche Gerade 
wird pn direkt, d. h. ohne Überschreiten einer anderen Geraden stetig 
übergehen können, und in seinem Index werden in diesem Falle nur 
die Elemente p,-, pk ihre Folge ändern. 

Jede Grenzgerade der Fläche F()f„) mufs mithin zwei 
Nachbarelemente des Index «^(pn) verbinden, und alle müssen 
deshalb enthalten sein unter den n — 1 Geraden 

Nach Früherem ist bekannt, dafs, wenn zwei Punkte p» und q« 
auf verschiedenen Seiten einer Geraden |p,-, \>k\ liegen, ihre Indices 
'J(p„) und 'J{c\n) bei gleichem Anfangselemente pi die Punkte p,- und 
ipk in entgegengesetzter Folge enthalten 

'"^{Pn) = Pi > • • • 7 Pif • • • ; Pk, • . . ; 
V(qn) = Pi , . . . , pkf . . . , Pt , . . . • 

Je nachdem daher die Indices zweier Pubkte pn und q» die 

Formen haben 

V(i) ) 

wird die unendliche bezw. endliche Verbindungsstrecke p„, q, von 
allen Geraden p^J^ p^jM getroflFen; in beiden Fällen gehören die 

Punkte pn und q„ zu einer und derselben Primärfläche F in dem 
Systeme der Verbindungsgeraden der n — 1 Punkte 

Plf Pif • ' •; Pn-l- 

Jeder Primärfläche in diesem Systeme kommt ein bis 
auf seinen Drehungssinn unzweideutig bestimmter Index 
in bezug auf die n — 1 Grundpunkte zu. 

Weil aber in einem lineal unabhängigen Punktsysteme ^ß» ein 
Punkt allemal einer einzigen Primärfläche in dem Systeme ^n— i 
der n — 1 übrigen Punkte pi angehört, so ist hiermit die Richtigkeit 
des obigen Satzes dargethau. 

Dritter Beweis. 

Einen wesentlichen Fortschritt gegenüber den beiden vorher- 
gehenden Methoden bezeichnet das folgende induktiv vorgehende 
Schlufsverfahreu, welches nach Reduktion der Aufgabe auf einen ge- 
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wissen einfachsten Fall für diesen eine ganz mechanische Lösung 
liefert und dann aus einer entsprechenden Anzahl solcher die all- 
gemeine Lösung zusammenzusetzen lehrt. 

Angenommen ; es sei für Punktgruppen ^m von weniger als 
n Elementen eine Methode bekannt, um aus den gegebenen Indices 
von tn — 1 Elementen den des m^*^ abzuleiten, so kann man, wenn 
in dem Systeme der n Punkte 

die Lidices der ersten n — 1 Punkte bekannt sind, innerhalb der drei 
selbständigen Punktgruppen 

1) Pl, PiJ •••> Pn-Ä, <>», 

2) Pl9 P%f • • •> ^n-8, N-l, Pn, 

3) Po P8> --M Pn-l, Pn-2, P»-l , Pn 

aus den gleichfalls bekannten respektiven Indices der Punkte 

Pl? P%} ■ • -1 P«— 2> Pn — l 

die zugehörigen Indices des Punktes p„ bis auf den Drehungssinn 
bestimmen: 

1) J(Pn) = Pl, • •., P«-3, ..., px,, Pn-2, Px^f ..., 

(a^i, a?2 4=w— 1), 

2) JiPn) = Pi, ..., Pp,, P«-l, Pfc, ..., 

(yi» y2 + w — 2), 

3a) «7(p») =^ Pi, • . ., pn— 4; • . •? pn — 2; • • •> Pn — 1; • • •, 
3b) e^(pn)*=Pi; •••; Pn — 2, ..-, Pn-4, .••, Pn— 1, •••; 
3c) J{pn) = Pi9 " '} pn— 2 ) ' ' •} pn— 1 , • • • , pn— 4 ? ' ' ' • 

Aus den Indices (1) und (2) bestimmt sich der Index des 
Punktes pn in dem Systeme 

Pi; P%7 • • •> P«-«; P»-l 

a) für die Falle 

^4=yi;^2 + y2 nnd a?i4=y2; a:j=Hyi 
eindeutig durch 

«) J'ipn) = Pi, • • •, P*,, Pn-2, . . ., Py. , Pn-1, • • -, 
ß) J{pn)^Piy •••, Pzn P»-2, ..., Py., Pa-1, .-•; 

b) dagegen für die Fälle 

a?! = yi , x^ = y, und x^=y^, x^=^ y, 

# 4* 
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in einer der beiden Formen: 

ß) ÄPn) = ^, .••, Pn-4; -. -, Pn-l , |)«-2 , ..-, 

und erst der Index (3) läfst unter beiden die thatsächlich zutreffende 
konstatieren. 

Wenn also für eine kleinste Zahl m bewiesen werden kann, dafs 
in einem Systeme aus m Punkten die Indices von m — 1 derselben 
den Index des m^ bis auf seinen Drehungssinn bestimmen, so gilt 
das Entsprechende auch für jedes System aus mehr als m Punkten. 

Es zeigt aber die nähere Betrachtung eines allgemeinen Punkt- 
systemes $5, dafs der Satz für ein solches in der That gültig ist, 
und dafs aus den bekannten Indices von irgend 4 Punkten derjenige 
des ö^'^ abgesehen vom Drehungssinn unmittelbar abzulesen ist. 

Gemäfs den drei Erscheinungsformen des AuTsenpolygones einer 
solchen Punktgruppe als Fünfeck, Viereck oder Dreieck gruppieren 
sich nämlich deren fünf Punkte: 

1) entweder zu einer positiven Folge 

^^i^ p2> P97 Pa7 Ps] 

2) oder zu einer analogen Folge 

Pl» Pi7 P«? P4 

mit einem in der endlichen Dreiecksfläche 

liegenden Punkte 

P5; 

3) oder zu der ebenfalls positiven dritten 

Pi7 P2; P6; 

einem innerhalb des Dreiecks 

liegenden Punkte 

und einem innerhalb des anderen 

^87 1^6; (iPs; P2I X\Ph7 M) 
fixierten Punkte 

P4. 

Man kann aber die Punktgruppen des zweiten und dritten Typus 
mit den primären Strahlenbereichen 

t^2; PsIPm Pft; P4 wnd PiiPa, p8> P4» 1^6 
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SO auf eine andere Ebene central projezieren, dafs die entsprechenden 
Bereiche deren unendlich ferne Gerade enthalten , und die zuge- 
hörigen Primarpolygone wiederum durch die positive Punktefolge 

Pi; P2; Pa; p4f p6 

dargestellt werden. 

Nun wird der Index eines beliebigen Punktes in bezüg auf eine 
Gruppe $» durch eine Centralprojektion dieser entweder gar nicht 
oder nur rücksichtlich des Drehungssinnes geändert. Es gilt daher 
der Satz: 

Die Elemente eines ganz beliebigen allgemeinen Punkt- 
systemes 

^6^Pl, Piy P3f Plf P6 

lassen sich stets so und zwar auf eine einzige Weise in 
eine Folge bringen 

^17 Ph, fr-,, Pu> Ph7 

dafs ihre -Indices dargestellt sind durch: 

JiPix) = Pi^y P«w fr*» fr-. ; «^(frO ="fr'.i Pi.7 P«s> P.i > J{P0 = Pu9 Phf fr.» P»\ 7 
^OPu) = Pi. > Pix f fr» ) Pü y APO = Pii } Pi^ f Pu » fr'4 • 

Nimmt man die Folge 

fri; fr-.> P.-.; Puy P«. = fr .• p2 ; Ps > P4> Pö 

und schreibt unter Bezug auf ein beliebiges Element p^ die Indices 
der vier übrigen: 

«'"(Pl) = Pö; P%f P3» Plf JiPi) = PbJ Pl> P8» P4J 
J{Pz) = P6> Pl > P2> P4> J{Pa) = P6> Piy P2 1 P» » 

so bemerkt man^ dafs das Element 

P6 

in genau zwei^ den beiden mittleren Indices 

c7(p0 und J(P3) 
dieselben zwei Nachbarelemente hat, nämlich 

Pi «öd p^ , 
dagegen in den beiden ersten und den beiden letzten 

J'Cfr), J{Pi) und J{p,), J(pJ 
resp. die anderen 

P2> P*; Pi; P4 «öd P4» Pij Pa; Pi • 
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Wenn daher von den Indices eines Punktsystemes 

Pl> 1^2? P9} Plf Pn 

vier gegeben sind durch: 

J^(Pl) = pn, Po., p6,, Pe,, JiPi) = P«, Pa^y K, pc^, 
JiPs) ^ pn, Po,, Pb,, Pcy e7(pj = p« , p«, , K, Pc, , 

SO suche man diejenigen zwei Indices, etwa 

J(p^) und JQi>,), 
in welchen p« dieselben zwei Elemente p^ und p^ zu Nachbarn hat, 

«^(Pa) = P»; Pi, P») p4 ^d J'CPs) = P»> Pi) P%7 P4- 
Wenn dann in den Indices 

J(p,) und J(p,) 
dem Element f}» respektive benachbart sind die anderen 

p27 Pi «nd P3> Pi> 
so ergiebt sich 

J^(p5) = Pi, Pa; P8> P4- 

Es waren mit Bezug auf das Punktsystem 

^» = Pi » Ps » Ps ; • • • ; P» 
die Indices gegeben 

*^(Pl); J'iPi)} •••> J(Pn-l)' 

Man bestimme mittels der Indices 

^(Pi), J(p,), J{p,), J(p,) 
der Punktgruppe 

Pl? P27 P8> P4J P« 

den Index 

*'"(Pn) = Pi, Pa; Ps> P4- 
Eine zweite analoge Reihe 

.. , , «^(Pi), JiPi), J(Pz), J{Ps) 

liefert dann: 

a) J(pn) =« Pi, p6, P», P8, b) e7(^) = p,, Pg, Pß, P8, 

C) ^(P«) = Pi, p2; Ps; P6- 

Hierdurch ist der Index 
gegenüber der Gruppe 

Pi; P2; P8> P4» P6 
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in den Fällen a) und b) eindeutig, im Falle c) dagegen zweideutig 
bestimmt: 

Um die Zweideutigkeit zu heben, ist seine Bestimmung aus einem 
dritten Quadrupel erforderlich, etwa aus 

Unter der Annahme 

definieren die weiteren vier Indices 

den Index 

gegenüber der Gruppe 

Piy Psj Pb7 Ps 

in einer der Formen: 

a) Jipn)=Pi, p6> Ps> PbJ ^) ^(P«) = Pl; P3> P6f P67 

C) J{Pn) = Pt7 PZJ P6f P6' 

Hierdurch bestimmt sich der Index 
in bezug auf die Gruppe 

Po P2> P9> Pi9 P6> Pe 

im Falle c) eindeutig, 

«i^(Pn) = Pi, P%, Ps, Pi, Ps; Pey 

in den Fällen a) und b) zweideutig, 

a) J{Pn) = Pi, (P2, P«); Ps; Po P6 , b) J(Pn) == Pi, Pa, Pa; (p4, Pe), p5, 

und es ist deshalb noch seine Bestimmung aus respektive den Gruppen 
notwendig 

a) J(Pt)y e7(Pa), J{p,), J(p,) oder b) J(p,), J{p,), J(pJ, J(t)e), 

um seine Eindeutigkeit zu erzielen. 
Gesetzt, man habe 

JiPn) 

durch lim Einzelbestimmungen aus je vier der m gegebenen Indices 
in bezug auf die Gruppe 

Pl » Pif • • • 7 Pm 

in der Form erhalten: 

J(Pn) = Pi, Pa, P8; •••; Pm. 
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um ihn dann durch eine möglichst kleine Zahl weiterer Einzel- 
bestimmungen rücksichtlich des Systemes zu gewinnen 

Pl> Pit • • •» Pmt Pm+1, 

wähle man die Gruppe 

Dieselbe liefert eine der Formen: 

b) J{pn) = Piy Pm^ + 1, Pm+l, pÄm^ + l, 
C) J(pn) « Pi, K + 1, P2m,4-1; Pm+1. 

Den ersten Fall vorausgesetzt — die beiden anderen sind analog zu 
behandeln — fasse man die Gruppe auf: 

J{Pl)y J(pm^-^l)y JiPifn^-^l), J{pm-{l)f 

und bestimme den Index J(pn) in einer der Formen: 

a) J(Pn)'^Pi, Pm-^lf Pm^ + 1, Pim^+i, 

b) J^(Pn)'='Pi, Pm^+ly Pm^lf Pim^-^l, 
C) J(pn) =Pif Pw^-hl) Pim^+lf Pm+l- 

Indem man dieses Verfahren entsprechend den absteigenden Werten 

bis zur Eingrenzung von pm+i durch zwei im Index J{pt^ benach- 
barte Elemente fortsetzt, gelangt man nach höchstens fi,n Einzelbestim- 
mungen 

zu dem gesuchten Index 

Die Gesamtzahl der zur vollständigen Feststellung des Index J{pn) 
erforderlichen Spezialbestimmungen stellt sich hiernach auf höchstens 

n — l 

Für die Falle 

n = 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, ... 
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findet man resp. 

9>(n) = l, 3, 5, 7, 9, 11, 14, 14, .... 

Znr näheren Erläuterung des Theoremes (5) diene die durch ein 
System von vier lineal unabhängigen Punkten bedingte Einteilung 
der Ebene. Man denke sich unter der hinlänglich allgemeiuen An- 
nahme einer positiven Punktefolge 

m 

Px; P2; Ps; Pi 

die Verbindungsgeraden der sechs Punktepaare f),-, pk gezogen. Die- 
selben werden die Ebene in eine Anzahl einander ausschliefsender 
Flächen einteilen, und zwar werden um einen Punkt p, je sechs und 
an den Schnittpunkten 

(.P1,P2|, |P5,P4|) — q; (|Pl,p4|, !Pa,Ps )=t 

zwei weitere liegen. Da von ersteren die an eine endliche Strecke 
p,-, Pk grenzenden Teilflächen doppelt, nämlich für jeden der beiden 
Endpunkte einmal gezählt werden, und da je vier Flächen einer 
Ecke pi dem genügen, so berechnet sich die Gesamtzahl der Teil- 
flächen auf 

1.4.4+2.4-1-2 = 18. 

Zur besseren Orientierung bezeichne man 
1) die den vier endlichen Strecken 



Vx> Pa? P2; P3; P3» P4> P4> Pi 

links- und rechtsseitig anliegenden Flächen durch resp. 

'TP '15' 'I? 'TP 

-^1,8, -^8,8; -t'M» -^4,1 > 

i^l',a, F^z, J?8,4, 2^4^15 

2) die den Verlängerungen der Diagonalen 

PTTP» ^nd ^7,-p, 

an deren 2 . 2 Endpunkten 

Pi; P« und pj, p^ 
entsprechend angrenzenden Flächen durch resp. 

'F„ F,\ 'F„ F,' und 'F„ F,'; 'F„ F/; 

3) die in den beiden Ecken 

q und r 
zu den Dreiecken 

gehörigen Scheitelflächen aber durch 

F^ und Ft . 



1 
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Indem man einen yeränderlichen fünften Punkt der Reihe nach 
in jede der so bestimmten 18 Primärflächen verlegt, findet man fQr 
letztere die Indexsysteme: 






'«^(Pi 












a) 'J(P, 
'J'CPa 



a) ' J(p, 
'^(Pi 

'^(P8 



Indices der Fläche 'jPi,«: 
= P2» Pö; Ps; P4 > '«''(Ps) — Vs; p4; p6; Pi > 



Indices der Fläche 'F%^^: 

P%y Ps; Pzj P4> '*^(P2) = P»; p6> Pi> Pi ; 
P4; Pi» P6> P2 > 'J^CPa) "= Pi » P27 P6; P8» 



'«^(P6)==P1)P87P«>P4; 

Indices der Fläche 'FzX- 

P«; P8> P67 P4 y 'J^(P«) = Ps; p6> p4> Pi } 
P4> P6) Pl > Pa ; '*''(P4) = Pll Pj ) Pb; P8 J 



'^(P6) = P1;P«?P4;P8 5 

Indices der Fläche 'Fa^\: 

P2> P8 J P6) P4 J 'J(P%) = P8; P4> P6; Pl > 
P4> P5; Pu P2 > '*^(P4) = Pl , P67 P2> P8 » 



'*^(PB) = P1;P4>P2;P8; 

Indices der Flächen Ji'a und Fti 

= P2; P37 P4; P6 7 'J'iPt) = P8> P4> Pl; P6 > 
= P4> Pi7 P67 P2 » 'J^(P4) = Pn P6> P27 P8 ; 



= Pn P2; P8> P4; b) 'e7(pß) = pi, p4, |)8, ^)2; 

Indices der Flächen 2^2,8 and f'q: 

= Pa» P57 P8) P4 ; 'J^(P2) = P8> P4> Pn P6 > 

= P4^ Pl> P2> P5 1 'J(P^ = Pl > P2> P6J P8 y 



= Pl; P2> P8» P4 > *>) 'J(p5) = ^)i, p4, ps, pj ; 

Indices zu ^8^,4 : 

= P2> P8) Pb; P4 y 'JiPi) =- P8> P6; p4> Pl 7 
= P4» Pl> P2, Pb > '^(P4) = Pu P2; Ps> Pb 7 



'^(PB) = PUP2»P8>P4 5 
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Indices zu Fl^i'. 

'«^(Pi) ==■ Pa; P8> P47 Pö 7 '^(Pi) = P8> Pi> P67 Pi > 
'^(fa) = P4> fa? Pn P> > 'J^CPJ = Pl > P2> fa> P6 > 

Indices zu 'F^ und 'F^: 

'^(Pi) — Pi> Ps; P6> P4 > '«''(Pä) ==• Pt7 Pa, Pi7 P6 ; 

_ '^ ^(Ps) " P 4> fa; P5; t >8 > '» ^(PJ " Pi>^Pä> ^^^'iiL 

a) '«^(pg) — pi, p^, |)„ p5 , b) 'c7(p5) = pi, p„ p„ p4 ; 

Indices zu F/ und JP,': 
'J(^)i) — p„ fti, pa, p4 , 'J(pg) = p8, p4, pi, p5 , 
'«''(Ps) = P4; P6f Po P2 > 'J^(P4) = Pi > P2> Ps; P6 ; 



a) '«^(Pb) = Pi, Ps> P4? P« } b) V(|)5) — pi, ^)„ p4, p3 ; 

Indices zu 'F^ und 'JF^: 

V(|)i) — p„ p3, p4, pß , V(pj) = p8, P4> P67 Pl ; 
'^(Ps) ~ P4i Pl; P2> P5> '^(Pa) = Pi> P8> Ps> Ps > 

a) 'J^CPb) — Pi; P8f P4; P2 f b) '«/'(pß) = Pl, pg, p4, pg ; 

Indices zu F^ und J^/: 

'^(Pl) = P2 > P8 > P4> P6 ; '^(P2) = P8* P6; P4^ Pl } 
'«^(Ps) = P4> Pl; P2> P6 > '^(Pj = Pl; P5> P2> Ps 9 

a) '«^(Ps) = Pii P8^ P2> P4 ; b) ' J(pß) = Pl, P4 , Pa, Ps • 

Der Vergleich der 18 Flachen F rücksichtlich ihrer Indices 
'J(ps) e^g^oht folgende Gruppierungen: 

1) 'J'x,,, i^/, 'F,; 'JV4, 1^3', 'i^4; 
'«^(Pb) — Pu Ps; P4> P2 ; '^(Pb) = Pl> P2> P4; Ps 5 

2) 'JFm; '^1, F:-. 'i^M, ^2', '1^8 5 
'^(Pb) = Pi; P4; P8; p8 » '«^(Pb) = Po Ps» p2> p4 5 

3) F^2y Fi^Zj Fi^4,y i?4,i; -Fq, i^'t) 

'«'"(Pb) — Pl; P2> P87 P4 ; '^(Pb) = Po P4> P8> P2 • 

Es schliefsen sich aber von den 6 Flächen einer Reihe 2 • 2 zu 
je einer Primärfläche zusammen: 
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1) Fi und F3', 'F^ und 'F^, 

2) 'F^ und 'F3, jp;' und j;', 

3) -Fi;, und JF,, F2,3 und Fq. 

Das Geradensystem des Punktquadrupels $4 bestimmt daher 
drei gesonderte Systeme von je vier, zwei einfachen und zwei zu- 
sammengesetzten Primär fläch eil; nämlich: 

1) 'Fm; f;,f;; 'f,, 'f,; 'f^,,, 

2) 'F,,,; 'F„'F,; F,', F:-, 'F^^, 

3) Fi,i; Fi,a, Fx] Fls, F^; Fs,i, 

so dafs die den Flächen einer Reihe zukommenden 4 Indices 

bis auf den Drehungssinn gleich sind. 

Die geometrische Zusammengehörigkeit*) von vier solchen Flächen 
läfst sich dahin formulieren^ dafs sie ein sogenanntes yoll ständiges 
Scheitelflächen System konstituieren. 

Denn fafst man in einem beliebigen ebenen Geradensysteme 

9l9 ffi) • • • > ffm 

zwei Primärflächen mit einer gemeinsamen Ecke 

(ffi, 9k) 
allemal dann als Scheitelflächen auf, wenn beide in den Geraden 

Qi und Qk 

auch je zwei Seiten besitzen , mögen durch den Schnittpunkt nur 
diese zwei oder noch andere Geraden Qh gehen, so erkennt man^ dafs 
von den vier Primärdreiseiten einer der obigen drei Reihen ein jedes 
in seinen drei Ecken — zwei eigentlichen Punkten p,- und einem Dia- 
gonalpunkt — die drei anderen zu Scheitelflächen hat. 

Die zwölf Primärflächen des Quadrupels ^^ bilden somit drei 
getrennte vollständige Systeme von Scheitelflächen, charakterisiert 
durch ebensoviele Indices 

welche aus einem von ihnen durch die cyklischen Vertauschungen 
dreier aufeinanderfolgender Elemente hervorgehen. 

Die Eigenschaft des Quadrupels $^; dafs je 4 seiner Primär- 



*) Yergl. Tafel I. Die Flächen desselben Systemes sind durch gleiche 
SchrafEierung gekennzeichnet. 
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flächen gleiche oder entgegengesetzte Indices J^p^) besitzen , führt 
auf die allgemeinere Frage: 

In welcher gegenseitigen Lagenbeziehung stehen in einem Punkt- 
systeme 

zwei getrennte Primärflächen 

J?'(q) und F(r) , 
deren Indices entweder gleich oder entgegengesetzt sind: 

1) 'J(q) = V(r), 2) J'(q)='«^(r)? 

Die Frage zu entscheiden, beachte man, dafs ein beweglicher, die 

Strecke 

q r 

durchlaufender Punkt ^ successive bestimmte A Geraden 

I ^,7 l^*i 1 7 I Pi.j Pk^\, "f I Pix^ P*i I y 
und zwar jede genau einmal passieren wird, 

O^A^-i n(w— 1). 

Es existiert daher zwischen den Indices 

'J((0 und V(r) 
eine Verbindung 

'^(q), 'Jih), 'Äh), •■; 'Jiix-i), 'J(x), 

in der je zwei benachbarte Indices sich lediglich durch den Stellen- 
wechsel zweier benachbarten Elemente unterscheiden. 

Indem man die Folge der X verschiedenen Transpositionen 

i ^ .. ^ 

als eine eigentliche oder als eine Substitution schlechthin bezeichnet, 
bietet sich zunächst die Aufgabe: 

Alle Substitutionen aufzufinden, welche eine gegebene Elementen- 
reihe 

X, ^, ö, • • • ) ^ 

in eine der beiden anderen überführen 

1) 1, 2, 3, ..., n, 2) w, w — l,n — 2,..., 1, 

gleichläufige cyklische Permutationen der ursprünglichen und jeder 
resultierenden Reihe als identisch aufgefafst. 



7 W> 



n 
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Angenommen erstens, die Substitution 

A/j £ /v% "'2. 

transformiere die Reihe 

1 , 2, . . . , n 

in sich selbst, d. h. es gelte 

i •z 

IT 9 • • • 7 1^' i>25, ,.., tl «=» 1, 25, . 

so mufs bei Ausführung der Operationen 

h. b — • 2 1 ^ 4- 

k ^ k ' * • •' j^ • ^; -■•> "^^ ^j • • • 

jedes Element der Reihe 

3, 4, . . ., n 

mit mindestens einem and folglich auch nur mit einem des Paares 

1,2 

zur Transposition gelangen. Anderenfalls würde entweder entgegen 
dem Endresultate immer nur eine Reihe resultieren 

oder entgegen der Voraussetzung dieselbe Transposition 

. 1 2 

— resp. — 

X ^ X 

zweimal auftreten. 

Enthält also die Substitution die Transpositionen 

i- Jl Jl i- 

so umfafst sie notwendig auch die anderen 

^ 2 2 _2^ 

T' m+V OT + 2' •*•' ~n 

und jede genau einmal. 

Da aber in der Substitution 

i h. ... !i 

\ k^ kj^ 

die Elementewechsel 

1 



vor irgend zwei anderen 



2 "^^ T 



-:- und -7- 
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gamichts voraushaben, enthält erstere nach dem vorherigen Schlüsse 
auch die Transpositionen 



1 ' m+l' m + 2' •"' n 
und 

K K K IC 

-^> y J 4 > • • • ; ^i 

und es folgt der Satz: 

Durch jede eine gegebene Elementenreihe 

1 ; 2y 3 , • • •; ^ 
reproduzierende Substitution 

■ 

werden die n Elemente derart in 2 Gruppen geschieden 

«1, Og, ..., Om und ftj, 6g, ..., bn—mf 

dafs die m(n — m) paarweisen Kombinationen 

alle X Transpositionen bestimmen. 

Es gilt aber auch die Umkehr ung: 

Jedes Sfstem von m(n — m) Transpositionen 

h 
% = 1, 2, •••, m, Tc ^ 1, 2, . . . , w — w* 

entsprechend der Zerlegung einer gegebenen Elementen- 
reihe 

in zwei beliebige Gruppen 

ttj , flj , . . . , iim und 6i , 6j , . . . , 6»-OT 

definiert eine die Reihe reproduzierende Substitution. 

Zum Beweise verfüge man über die an sich willkürlichen Be- 
zeichnungen der Elemente beider Gruppen derart, dafs die gegebene 

Reihe 

1, 2, 3, • . . , M 

sich in der Form darstellt: 

Ol, 6i, 6^, . . ., Iß^y Oa, 6/?,+i, . . •, 6^, aj, &/?,-fi, • • •. 
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Alsdann verwandeln die successiyen Transpositionen 

^m "m— 1 O, a, 



Pm—l ' »" Prn— 2 ' "»—* Ai * ^ *i 

(Ai = 1, 2, . . . , n — m — /3,) 
die Reihe in die andere 

und darauf die weiteren Transpositionen 

^m ^m — 1 Oj a, 



6 ' 6. '*••'&.' h' 

(A;,«=l, 2, 3, ..., ft_i) • 

diese wieder in jene. Die Gesamtzahl der eine gegebene Reihe von 
n Elementen in sich selbst transformierenden Substitutionen — die 
identische mitgerechnet — bestimmt sich nach alledem durch: 

2(— 1). 

Gesetzt jetzt zweitens, die Substitution 

* * 4 

iL *« ± 

k,' \^ • • • ' kj^ 

transformiere die Reihe 

1, 2, 3, . . ., n 
in die entgegengesetzte 

n, n — 1, n — 2, . . ., 1, 

so ist allgemein ersichtlich^ dafis die Eoexistenx zweier Transpositionen 

-^ und — 
h c 

das gleichzeitige Auftreten der dritten bedingt 

da ohne letztere die in der ursprünglichen Reihe 

1, 2j o, . . . , w 
vorhandene Folge 

bei der einmaligen Anwendung von 

-r und — 
h c 

in eine ihr cyklisch identische übergeht. 

Enthält deshalb die gegebene Substitution die Transpositionen 
eines Elementes 

«1 
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mit den m — 1 anderen 

SO nmfafst »ie die Vertauschungen aller Elementepaare dieser Gruppe. 
Weil femer immer nur benachbarte Elemente transponiert werden, 
müssen diese m Elemente in der ursprünglichen Reihe 

ZU einer ununterbrochenen Folge vereinigt sein, 

ff f 

^17 ^ > • • • ; ^«» } 

und diese Anordnung geht durch die partielle Substitution 

(Ä_i = l, 2, ..., w — 1) 

in die entgegengesetzte über. 

Angenommen, es sei die Folge 

identisch mit 

X j U y Ö y • * • ) ^ J 

dann geht die ursprüngliche Reihe mit Ausführung der partiellen 
Substitution — , über in die andere: 

w, w — 1,..., 2, 1, m + l)^ + 2, ...,w. 

Nun soll* der zweite Teil der gegebenen Substitution aus dieser die 
andere Reihe erzeugen: 

m, m — 1, ..., 2, 1, w, n — 1, ..., w + 1- 

Bei. dem Äusschlufs aller Transpositionen 

ist also die unumgängliche Transposition der Elemente 

w + 1 und n 

nur dadurch zu ermöglichen, dafs beide zusammen successive mit 
allen Zwischenelementen 

w + 2, m + 3, •••? w — 1, 
und zwar mit jedem je einmal die Stellen wechseln. 

Die Substitution besitzt daher notwjendig noch die zweite Trans- 
positionsgruppe 

f» + i 

Tc — i = l, 2,...,n — m — 1. 

Eberhardf OeoDistrie. 5 



66 Erster Abschnitt. 

Also resultiert der Satz: 

Teilt man eine gegebene Reihe 

auf alle möglichen Weisen in je zwei Gruppen aufeinarnder- 
folgender Elemente: 

a^, ttg, ..., Om und 6^, ig» •••; K—m 

und unterwirft sie in jeder Zerlegung successive den Trans- 
Positionen 

und * 



i=l,2, ..., m — 1, 4=1, 2, ..., n — m — 1, 
hi=l, 2, . . ., m — i , Ajfc= 1,. 2, . . ., n — m — Je, 

so stellen die resultierenden den verschiedenen Zer- 
legungen entsprechenden Transpositionsgruppen alle die- 
jenigen Substitutionen dar, welche die gegebene Reihe in 
die entgegengesetzte transformieren. 
Ihre Anzahl berechnet sich durch 

l + |n(n-l). 

Gemäfs den gewonnenen zwei Sätzen nimmt die geometrische 
Frage, welche den ersten Anlafs zu ihrer Ableitung gegeben, folgende 
präzisere Fassung an: 

Existiert unter Annahme einer ganz beliebigen Sub- 
stitution 

/a = l, 2, ..., m \ /a, 6 = 1, 2, ..., m \ 

\6=tw-[-l, m + 2, ..., n/' \c, d = w + l, m + 2, ..., n/ 

stets ein allgemeines Punktsystem 

mit zwei Primärflächen 

F(<0 und F(x), 

sodafs ein beweglicher Punkt auf dem stetigen endlichen 
Übergange 



genau die Geraden passiert: 

1.) \pa,pö\ oder 2) \pa, pb\ und |pc, pd|? 
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Angenommen, die Frage sei allgemein zu bejahen^ so wird in 
dem jeweiligen Punktsysteme ^» das Punktepaar 

■ 

gegenüber den beiden isolierten Partialsystemen 

$ro -^ Pl , Pi, ' ' j Pm und ^«— m = Pm+l , Pm+%, • • • , pn 

je ein und derselben Primärfläche angeboren, und zwar im ersten 
Falle innerhalb eines einzigen, im Endlichen zusammen- 
hängenden Bereiches, im zweiten Falle innerhalb zweier im Un- 
endlichen sich vereinigender Gebietsteile. Für ein Punktsystem 
erster Art ergiebt sich hiernach folgende Konstruktion: Man wähle 
in einem ganz beliebigen Punktsysteme 

irgend eine Primärfläche 

-F(q, r) 

und in dieser so die Punkte 

q und r , 

dafs deren Verbindungsgerade durch keinen Punkt von ^m geht. 
In dem dadurch entstehenden Punktsysteme ^m+a bestimmen die 
beiden Primärwinkel 

q|pi,r| und rjq, P2I resp. qjr, p,| undrlp4;q, 
innerhalb der Primärfläche 

Fiq, r) 
durch ihren gemeiosamen Deckungsbereich eine dreiseitige Fläche 

von der Beschaffenheit, dafs alle Yerbindungsgeraden 

die Strecke schneiden 

q7r. 

Infolgedessen fixiere man in einer, etwa der ersten der beiden Flächen 

z/,,8(e) und ^4(9) 
80 successiye die Punkte 

dafs in jedem selbständigen Punktsysteme 

fl> ^y Pif P2> ^If %7 "9 6a 

(Ä = 1, 2, . . ., n — w— 1) 
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die zu den Strahlenbüscheln 

S(q) und S(r) 
gehörigen Primärwinkel 

q|6A,,rl, (\\PiyK\ und t|q, b*,!, r-lb*,, ^^ 

in respektive den Deckungsbereichen von 

q|pi, h,^\ mit r|q, 6a. | und qlb*,, r| mit rlb*,, p^ 

• 

den nächstfolgenden Punkt hh+i enthalten. 

Gemäfs dieser Anordnung schneiden die Geraden 



die unendliche Strecke 

q oo r, 

und es genügt daher das ' endgültige System ^n den gestellten An- 
forderungen. 

. Behufs Darstellung eines Punktsystemes zweiter Art 

mit zwei Primärflächen 

F(q) und F(x) 

entgegengesetzter Indices 

j'(q) = 'J(t), 
in welchem alle Geraden 

|a., a*| und |b,, b*| 
die endliche Strecke schneiden 

q T, 

alle übriiren Geraden 

\Ciif Ofc I 
aber die unendliche Strecke 

q cx> r, 

konstruiere man zunächst ein Punktsystem erster Art 

mit zwei Primärflächen 

i^(q') und F(x) 
gleicher Indices 

ziehe eine die Strecke of rf schneidende Gerade g und projeziere 

das System aus einem aufserhalb seiner Ebene gewählten Augen- 
punkte auf eine zu der Verbindungsebene [O;^] parallele andere E\ 
Dann genügt die Projektion in letzterer den gestellten Bedingungen. 
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Die abgeleiteten Resultate gelten uneingeschränkt auch für sin- 
gulare Punktsysteme. Man kann nämlich ganz allgemein ein lineal 
abhängiges Punktsystem mit einem entsprechenden Flächenpaar 

F(q) und F{x) 

durch stetige genügend kleine Bewegungen der Elemente stets so in 
ein lineal unabhängiges überführen, dafs während des Überganges 
keine einzige Gerade |p,-, pk] einen der beiden festen Punkte q, r 
passiert. 

Es bleibt noch zum vollständigen Abschlufs der Untersuchung 
die Frage zu beantworten, wie vielen verschiedenen Primärflächen F(jc) 
eines Punktsystemes ^n ein und derselbe bis auf den Drehungssinn 
bestimmte Index J{%) zugehören kann. 

Angenommen, es stehe mit Bezug darauf fest, dafs in einem 
Punktsysteme ?ß»— i höchstens n — 1 Primärflächen 

den gleichen Index besitzen: 

J(q,) — J(qj) = *^(qi.-i). 

Wenn daher in einem Systeme ^n für gewisse n Primärflächen 

F(<\t) . F{<\,) ,..., F(q,) 
die Indices gelten 

und es scheidet aus dem Systeme ein Punkt, etwa pny aus, so müssen 
von den n resultierenden Flächen 

F((\i) . F{q,) ,..., F(q,) 
bei noch immer gleichen Indiees 

^(qO-^(q*)* 

nach der Voraussetzung zwei identisch sein, etwa 

Fifln^i) und F(qn). 
Infolgedessen wird die Strecke 

q»-! : fln 

von keiner Geraden 

\Vlf Pi\} •••» |P»-8, P«-l 

des Systemes 

zafolge der Verscbiedenheit der Flächen 

F(q,_i) und F((\n) 
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in dem ursprünglichen Punktsysteme 

dagegen von den n — 1 Geraden getroffen 

Es scheiteln sich mithin die Flächen 

F{qn^i) und F(qn) 
in ihrer gemeinsamen Grenzecke 

Indem man aus dem Systeme $» successive alle n Punkte p,- aus- 
scheidet und in jedem Falle die analoge Schlufsweise anwendet^ er- 
kennt man, dafs die n Primärflachen 

F(q,) , F{<i,) ,..., F{qn) 

entsprechend den n Punkten 

Pl > Pif ' ' '7 Pn 

genau n Paare von Scheitelflächen bestimmen. 

Weil aber jede Primärfläche in einer Ecke immer nur eine pri- 
märe Scheitelfläche besitzt, ordnen sich die n Flächenpaare allemal 
zu einer Reihe 

sodafs je zwei benachbarte Flächen 

F(qi) und -F(qi+i) 
sich in dem Punkte pi scheiteln. 

Existierte nun in dem Systeme $„ aufser F(fln) noch eine zweite 
von den n — 1 Flächen 

verschiedene Primärfläche 
mit dem Index 

m 

SO bilden diese n Flächen nach der vorigen Schlufsweise eine I) ganz 
analoge Reihe 

und .da hierin 

i^(q,_i) und F(q,+i) 
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in der gemeinsamen Ecke 

primäre Scheitelflächen sind^ folgt: 

Enthält also ein Punktsystem Sßn—i höchstens n — 1 
Primärflächen von gleichen Indices, so kann ein System 
^n höchstens n solche Flächen zählen. 

Es gehören aber in dem oben diskutierten Punktquadrupel 

?4 = Pl) P27 Vif P4 

zu einem beliebigen Index 

genau vier getrennte Primärflächen; mithin gilt der Satz: 
Theorem 5: In einem allgemeinen Punktsysteme 

können höchstens n Primärflächen in ihren Indices über- 
einstimmen, und ordnen sich dann dieselben allemal zu 
einer cyklischen Folge 

•F(qi) , Fi<\,) . • • • . FM , i^CqO , 
in welcher je zwei benachbarte Individuen 

F((\i) und JFCq.+i) 

ein zu ihrer gemeinsamen Grenzecke 

Pi 

gehöriges Paar von Scheitelflächen darstellen. 

Dieser Zusammenhang wird nicht gestört, wenn bei entsprechenden 
stetigen Bewegungen des Punktsystemes Elemente desselben in ab- 
hängige Lage gelangen. Der Satz gilt daher auch für singulare 
Systeme. 

Nach den Ausführungen auf pag. 52 und 53 kann man ein all- 
gemeines Punktsystem $5 stets so auf eine zweite Ebene central pro- 
jezieren, dafs seinen Elementen in der Projektion die Ecken eines 
einfachen konvexen Fünfecks entsprechen. Konstruiert man das 
letzterem zugehörige Geraden System 

\Pi, Pk\ 
und unterscheidet bei positiver Eckenfolge 

Piy Pa? P3> Piy Pö 
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die den Strecken 



Pi7 P2? Pa» P3; P3; Vaj Va9 V^y Ps» Pt 
rechts- und linksseitig anliegenden Primärflächen respektive durch 

1) -P\^2 , -^8,8 , ^^8^4 ; -^4.6 ) Fb,! t 

f>\ ' TT '7? 'TP 'TP 'TP 

Z) /<i,2, 1^2,8, -^8,4, -^4,6, -^h^lj 

SO bildet die erste Flächenfolge das einzige cyklische System von 
fünf aufeinanderfolgenden Scheitelflächen mit übereinstimmenden In- 
dices. — Die Flächen der zweiten Reihe nämlich enthalten zwar 
auch je zwei Grenzecken 1 

I 

Pi) P«; *p2> Ps; Ps; p45 p47 p6; Ps; Pi? 

stehen jedoch nicht in dem gegenseitigen Zusammenhange von i 

Scheitelflächen.. 

Hieraus ergiebt sich für ein allgemeines Punktsystem ?ß« mit 
n Primärflächen desselben Index folgende allgemeine Konstruktion: 

Man nehme zunächst mit Bezug auf das Füxifeck $5 innerhalb der 
Fläche JTö'i den Punkt pg, darauf mit Bezug auf ^g in J?V,i den 
Punkt ^)y, dann mit Bezug auf ^ß^ in JP^'^i den Punkt ^)8, u. s. w., 
schliefslich mit Bezug auf ?ß„_i in -Fn'-i,! den Punkt pn an. — 

Jedes anderswie bestimmte Punktsystem 5ß« des vorausgesetzten 
Charakters kann immer in ein derartiges System projeziert werden. 

Um ganz allgemein festzustellen^ ob und aijf welche Weise in 
dem Indexsysteme einer Punktgruppe * 

^n = Pi , p2 , . . . , Pn 

die Koexistenz vonw verschiedenen Primärflächen 

F{<^,) , F^) , . . . , F{s^^) 
gleicher Indices 

*^(qi) = J^(qa) = • • • = J{(\m) 

von vorneherein zum Ausdruök kommt, dient folgende Überlegung: 

Es kann die Ausscheidung des Punktes p» aus dem Systeme $« 

1) entweder die Vereinigung eines beziehungsweise mehrerer 

Flächenpaare 

F{(\^ und i^(q*) 

zu je einer einzigen Primärfläche des restierenden Punktsystemes 
^„_i zur Folge haben, 

2) oder jedes solche Flächenpaar getrennt lassen. 
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In dem ersten Falle begegnen einer bezüglichen Yerbindungs- 
strecke 

q. — q* 

die n — 1 Geraden 

\Pny Pi\, \pn, Pi\, '", \pn, pn-l\ , 

dagegen keine der Geraden 

Die beiden Primärflächen 

F(qi) und F(q,) 
scheiteln sich daher in 

»)« 
und stellen deshalb das einzige durch die Ausscheidung dieses Punktes 
sich yereinigende Flächenpaar dar. 

Da ganz analoge Verhältnisse auch jedem anderen Punkt pi 
gegenüber in Betraclit kommen, können bei der successiven Elimi- 
nation von m derselben nur zwei Fälle eintreten: 

1) entweder ordnen sich letztere an und für sich in einer ge- 
wissen Folge zu einem einfachen (primären) m-Eck 

^ > Pif • • • 7 Pmy 

dessen m zugehörige Flächen 

TT'' T' TP' 

-^1,2; -^2,8? • • •> -^m,! 

respektiye die anderen enthalten 

2) oder es bleiben bei dem Wegfall mindestens eines von ihnen 
die Flächen 

Bestandteile ebensovieler getrennter Primärflächen 

des restierenden Punktsystemes^ 

Die Behandlung der in dem zweiten Falle hervortretenden Punkt- 
gruppe $n— 1 nach den gleichen P^egeln führt 

1) entweder zu einem Polygone 

Vi " Vi " Vi " 

ri > r2 ? • • • » r"» > 

2) oder zu einem Punktsysteme 

mit m getrennten Primärflächen 
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Bei ganz analoger Analyse dieses letzten und jedes* neu resul- 
tierenden Punktsystemes wird man im ungünstigsten Falle nach 
n — m Wiederholungen zu einem Systeme geführt 

in welchem die Punkte 

fli > 9i > • • • > fl»» 

getrennten Primärflächen angehören. 

Man hat somit Theorem 5 wie folgt zu ergänzen: 
5a. Wenn in einem Punktsysteme ^n m getrennte Pri- 
märflächen F((\t) gleiche Indices c7'(qi) besitzen, so gelten 
mit Bezug auf mindestens eine Untergruppe 

Pl7 P2f • • • ) Pm 

die Relationen 

J{Pl)^Jip2) = J{Pm). 



§ 6. Die GrtmdgesetBe des Xndexsystemes. 

Eine nähere Kritik der in dem ersten und dritten Beweise des 
Theoremes 4 enthaltenen allgemeinen Bestimmungsmethoden eines 
unbekannten- Index aus dem gegebenen Systeme der übrigen zeigt, 
dafs dieselben gegenüber konkreten Aufgaben einen sehr geringen 
Grad von LeistungsßLhigkeit besitzen. 

Das eine Verfahren verlangt zunächst die Ermittelung der 
Charakteristiken aller derjenigen Punktetripel der Untergruppe 

in welchen zwei Elemente im Index des dritten benachbart sind, und 

bedingt dann weiter die Bestimmung von n — 2 Primärvielecken. 

Die andere Methode besteht in der erstmaligen an sich schon 

komplizierten Darstellung der Aufgabe als Endglied einer Eette 

analoger Probleme und der darauf erfolgenden successiven Auflösung 
aller dieser. 

Beide Ableitungsweisen entsprechen daher nicht dem Bedürfnisse, 
und es entsteht notwendig die Frage nach einer solchen, welche, 
aus der eigentlichen Quelle des Satzes geschöpft, direkt zum Ziele 
führt. 

Ein einfaches Bespiel läfst erkennen, dafs der Charakter des 
Indexsystemes durch die Bedingung der eindeutigen Abhängigkeit eines 
beliebigen von den übrigen Indices nicht vollwertig ausgedrückt wird. 
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Gegeben sei nämlich ein allgemeines Punktsystem 

?*6=Pl> P2; PZ7 Pa7 P67 Pe/ 

gebildet aus der positiven Eckenfolge 

Ptf Pii P9> Pi 

and den in resp. den endlichen Dreiecksflächen 

A(pi, p,, q) und A(p3, p^, q) 

liegenden Punkten 

p5 und pg. 

In demselbeu werden durch die vier Indices 

'Jipö, 'JiP»), '«^(p»), 'J(p*) 

die beiden anderen 

J(p,) und J(Pe) 

dem Theoi:eme 4 zufolge zwar nur in bezug auf die vier Punkte 

Pif P«> Psy P4> 

thatsächlich aber in Rücksicht auf das volle System ^^ eindeutig 
bestimmt. 

Um die den Schematismus des Inde^ystemes in allen seinen 
Bestandteilen beherrschenden und regulierenden Grundgesetze fest- 
zustellen, dienen gewisse Grundthatsachen der Anschauung, welche 
die Stammform des ebenen Punktsystemes, das allgemeine Punkt- 
tripel unvermittelt darbietet. 

Man denke sich zunächst eine positive Punktefolge 

Px, Py7 P» 

und bezeichne eine cyklische Permutation derselben allgemein durch 

pif Pk) Pi- 

Es seien femer die Flächen^ welche ein um den Punkt 

Pi 
in positivem Sinne gedrehter Strahl beim Übergange aus den Punkten 

pk und pi 
nach resp. 

pi und pt 

überstreicht^ dargestellt durch die respektiven Symbole 

pi\pt9pi\ and Pi\pkypt^. 
Alsdann liefert die Anschauung die Beziehung: 

1) p.lPo pk\ + p*;p/, pi] = piipi, pk\ + 2A(p,, p*, pi). 
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• 

Falls nun das vorliegende Tripel ein Bestandteil des Panki- 
systemes ^n darstellt, kann man unter den eingeführten Symbolen 
die Gruppen der Systempunkte innerhalb der durch sie ursprünglich 
bezeichneten Flächen verstehen, ohne dadurch die Gültigkeit der auf- 
gestellten Beziehung irgendwie zu beschränken. 

Schreibt man daher letztere in der Form 

2) Pi\pi> p*| - A(^, pky pi) + pklpi, Pi\—A{piy pjt, pi) = pi\pi,pk\ 

und berücksichtigt, dafs die beiden Punktgruppen 

pi\pi,pk\ — A und |)t|p.., p^l — A 

kein Element gemein haben, erwägt endlich noch, dafs bei ge- 
eigneten Perspektiven Projektionen eines Punktsystemes in andere 
von den Indices der Elemente eines Tripels entweder nur einer oder 
beliebige zwei oder alle drei den Drehungssinn wechseln, so wird 
man die Bedeutung der Fundamentalgleichung (1) für den Organis- 
mus des Indexsystemes durch den Doppelsatz aussprechen: 

Theorem 6: Wenn von den Indices der Elemente eines 
allgemeinen Tripels 

Pi7 Ph) Pi 

zwei die Formen haben 

J'iPk) = Piy fli; ^2} ' • •? fla,, pi, q/, q^', • - ., q^, 

J{pl) ^^ pi, ti , tg, . . ., Tß^ , pk, t/, T^\ . . . , Xfi^, 

(«1 + «a = /»i + A) 
und die Reihen 

qi; q«; • • -1 q«! ^^ qi'> qs'^ • • •? q^, 

mit resp. den Reihen 

tj , tg , . . . , t^, und tj , Tg , • . . , r^, 
die gemeinsamen Gruppen besitzen 

dagegen die Reihen 

qi; q«? • • V q«i ^^^ q/; q«', • • •, q«. 

mit resp. den Reihen 

tj , tg , . . . , r^ und r^ , tg , . . . , r^^ 
die Gruppen 

11 > \2f ' • '} 1y« '^^d tji , tj , . . . , t(fj , 
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so bestimmt sieb der dritte Index notwendig durcb: 

and umgekebrt: 

Ist der Index eines der drei Elemente gegeben durcb 

J{pi) = p4, [qj, q,, . . ., qj, p,, [r^, r,, • . ., t^], 

so stellen sieb diejenigen der beiden anderen allemal in 
den Formen dar 

«^(p/)=|)o[fli7 ^87 •••> ^ai)^/ii-\-i}"-}^ßifPi}[^<'i+i7"'f ^cc, ri,r2, ...,%]. 

Als wicbtigster Spezialfall folgt bieraus: 

Theorem 6a: Wenn unter den Indices der n Elemente des 
Systemes ^» zwei d^r Form vorbanden 

J(Pk)?^pij qi, q«, ..., q«, pi, Xi, h, ...-, t^j, 

^{Pd — Po ^1» ^2» •••> ^«; P*; ^i> *2» •• •; V» 

in welcben die beiden Reiben 

qiiqar--->q« ^^d qi,qa, ...»q« 

und folglich ancli die anderen 

tj, t,, . . ., Xfi und fj, ig, . . ., f^ 

sich nur durcb die Anordnungen ihrer Elemente unter- 
scheiden, so sind die Punkte 

pt und p 

in dem Index des Punktes 

Pi 
allemal benachbart: 

J(pi) = "-, Pky pi, --S 
und umgekehrt: 

Sind in einem gegebenen Punktsysteme 

Pl > Pi7 • • • 7 pi} • • • ? P* > ' ' •} pi} ' ' '} P» 

zwei Punkte 

pk und pi 

Nachbarn im Index eines dritten 

pi} 
• J{Pi) = "'} pk} Pi} ' ' '} 

*) Es stellen die in eckige Klammern eingeschlossenen Reihen eine he- 
BÜmmte Aufeinanderfolge ihrer Elemente dar. 
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SO haben deren Indices allemal die Formen: 

«^(PO = P«' ; fli ; ^2 7 • • • ? ^« ; ?0 ^i ; ^2 ? • • • > ^fi r 
«^(PO = P« ? ^1 > ^2 > • • • ; ^« > P* ; ^17 ?2 ; • • • > ^/? > 

WO die Reihen 

fli ; ^2 ; • • • » fla und q^ , q^ > • • • > Äa 
und folglich auch die anderen 

^1 ; ^i ) • ' ' y ^fi und tj , tg , • • • ; 1^/5? 

genau die nämlichen Elemente umfassen. 

Endlich schliefst man: 

Theorem 6b: Bestehen in einem Indexsysteme zwei In- 
dices der Form 

^{Pk) = pi, pi, ... und J(p,) = pf, pk, . . . , 

so gilt allemal auch der dritte 

Es sollen die in dem Theoreme (6) formulierten Gesetze fortan 
als die Grundgesetze des Indexsystemes bezeichnet und jedes 
ihnen genügende Schema 

*^(^), ^(y, ...; JiPn) 

ohne Rücksicht darauf^ ob es durch ein Punktsystem realisierbar ist 
oder nicht, als charakterisiertes oder als Indexsystem in erweitertem 
Sinne aufgefafst werden. 

Die volle Bedeutung dieser Gesetze wird erst in der weiteren 
Entwickelung der Theorie der Punktsysteme zu Tage treten. Zu- 
nächst bieten sie ein aufserordentlich einfaches Mittel, um aus einer 
Anzahl ihren Formen nach gegebener Indices di« übrigen je nach 
dem speziellen Charakter des Systemes ein- oder mehrdeutig zu be- 
stimmen. 

Als ein erstes Beispiel diene der obige Fall eines allgemeinen 
Punktsystemes ^g mit den vier gegebenen Indices 

'J(Pi) = P21 Pbf Ps; Pay P4; '^"(^2) = Pi» P37 Pßy p4; Ps , 
'^iPs) = Pif P5% P2; Pij Pey '^{Pa) — Pi; P5> P2» Pe; Ps- 
Hier ergiebt der successive Vergleich des Index 

mit den drei anderen 

'J{p,)> 'J{p,), 'Ji)?.) 

fOr die Indices 

J(p5) und J())g) 
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resp. die Formen: 

J(Vb) = Pi; P2> (Ps; P4; Pe) = Pi; Pu Vs » (pA7 Pd) = p2; Pu p87 ^^6 ; Pi 

und 

«''(Pe) = Pi ; (Psf Pa)} t^j; ?6 — Pi 7 Ps; p4; p2^ Pö; 
wo die Klammern wieder die Unbestimmtheit der eingeschlossenen 
Elementefolgen ausdrücken. 

Ein allgemeineres Beispiel bietet die Ableitung des n^^ aus 
gegebenen n — 1 Indices. Hierzu schreibe man letztere gemäfs 
dem Schema: 

«'^(Pi) = P» ; P»'» Pif • • M Pit'-i 9 

«^(P2) = Pn , Pi\ Pi', . . . , Pa^ , Pi , PaV+1 ; • • • 7 Pi-3 , . 

J^(P») = Pn, P?>, ..., P2:>, Po Pif+x, ..., PifLs, 
; 

» 

Wenn dann der successive Vergleich des Index 

mit den anderen 

J'CPä) > «^(Pa) ; • • • ; «''(Pm) 
den gesuchten n*^ Index in der Form ergiebt: 

J(Pn) = Pi,Cqi, 'q«, .-., Pm + l> •• •; 'q<); P2* (^1"; ^2"; •••> fl^) J 

Ps; •••, Pm, (qi'"\ q§"^ ..., qi;>), 
wo die Reihen 

Pl > P2 > • • • 7 Pm und Pi , p2 > • • • ; Pm 

sich nur durch die Anordnung ihrer Elemente unterscheiden^ so be- 
stimmt der weitere Vergleich der beiden Indices 

«^(Pl) = pn ; Pi, Ps'j • • •> PA-Ij Pm+1, pA+1 , • - -, P»i'-1 

und 

den Index 

«^(pO-Pn (qf ; q^ ..., ql^^ pm+i, (q/, q/, ..., q;), p2, (qr, q«", ..., qO; 

P.; •••, Pm, (qi'*^ q§"^ ..., qi^^). 

Im ungünstigsten Falle wird daher eine (n — 2) -malige An- 
wendung des Theoremes (6) den gesuchten Index ergeben, während 

im günstigsten Falle schon eine 1 — ^—J- malige Wiederholung der 

Schlufsweise ausreichen kann. 

Zu neuen bemerkenswerten Folgerungen führt die Verallgemeine- 
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ruDg der am Schlüsse des vorigen Paragraphen behandelten Fragen. 
Das dort gegebene Theorem (5) kann auch so formuliert werden: 
Kennt man in bezug auf ein Punktsystem 

die n — 1 Indices 

und einen n*^ Index 

SO ist dadurch das Indexsystem der vollständigen Punktgruppe 

in dem einzigen Falle n-deutig bestimmt, wo jeder der w — 1 Indices 
mit dem Index 

rücksichtlich der jedesmal übrigen n — 2 Elemente übereinstimmt 
Diesem Satze steht gewissermafsen reciprok der andere gegenüber: 
Theorem 7: Wenn das Indexsystem einer Pqnktgruppe 

gegeben ist durch 

und es stimmt der gleichfalls bekannte Index 

eines n*^ Punktes 

mit keinem jener Indices überein, so ist das Indexsystem 
der vollständigen Gruppe 

^« = Pi> P«; •••; Pn 

vollkommen und unzweideutig definiert. 

• Die Erkenntnis dieser Wahrheit erfordert den vorherigen Beweis 
des folgenden Hülfsatzes: 

Die durchgängige Verschiedenheit des Index 
von allen anderen 

rücksichtlich der jeweiligen Gruppen 
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bedingt allemal das analoge Verhalten des Index 

gegenüber mindestens einem Systeme 

von nur n — 2 Indices. 

In der That führt die gegenteilige Annahme auf einen Wider- 
spruch. — Zunächst lassen sich gemäfs dem gegebenen Index 

«^(P«) = Pi> P«) Psi •• •» P«-! 
die Grundbedingungen 

auch so ausdrücken: 



J(pn-l)=^hy Piy P5^ • '7 Pn-%' 

Die Voraussetzung nun^ dafs in jeder Gruppe von n — 2 Elementen 

h 

?ß«— 8 E^ pj, pg, . . ., pA — l, Ph-\-lf • • ., pii — 1 

mindestens ein Index der Beziehung genügt 

involviert für zwei verschiedene Gruppen 

in-^ und ^,_, 
respektive die Indices: 

e^(pa) = • • •, pa-8, Pa — l, pa+1, Pa-fS, • • •, pi-2, pi—l, Pi+X? Pi-f 2> • • •; 
J^(p6) = • • •, p6-2, p6-l, Pö + l? p6 + 2^ • • *} Pk-ij Pk^ly P*+l; P*+i5, • • m 

und zwar gilt allemal 

Anderenfalls würde nämlich der Index bestehen: 

J{pa) = • • •, Pa-1, Pa-hl, ' • ', pi-U Ph Pi+iy '"7 Pk-l,pky P* + l , '• '. 

In weiterer Eonsequenz geht daher der Index 

durch die successiven Ausscheidungen der Elemente 

Pit Pii • • •» P«— 1 

Eberhard, Geometrie. • 6 
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in einer gewissen Reihenfolge 

respektive in die anderen über 
80 dafs das System gilt: 

^0?l) "= Pi7 Pif • • '7 Pa-1> Pa+l, . . ., p6-l, Pbj P6+1; • • •, Pn-U 
*^iPi) =" Pl> 1^3; • • •> Pa— 1> Pa, Pa+1, • • ., pb—1, Pb-\-l, - • -, Pn-lj 

; 

Jipn-^l) = Pn P«; • • •; Pr— 1, Pr+1, • • ., Pn— 2- 

Vergleicht man hierin die Indices 

J(p,) und J{p,) 
mit den beiden anderen 

J(pa) und J(|)6), 

so bieten sich für letztere die unterschiedlichen Bildungen: 

1) "^(Pa) = Pl, P2.- • • '7 Pi-l» Pf+l» • • '7 Pn-1, 
«^(Pfc) = Pi, p2' • • '} P*-l; P*+l; • • •; Pn-i; 

2) J^(pa) = ', p3, Pif ' . ., Pe-l, Pi, Pi+l7 . . ., Pn-1, 

rj 

^'(Pft) == Pi, p2? • • '7 P*--l; P*+l; • • '7 Pii-i; 

3) «''(Pa) = Pi, p27 '"7 Pi-l, P. + 1, . ., Pü-l, 

•^(P*) = 11*' P8' P4' • • •' P*-l' P*' P*+l' • • 'f P»-l» 

4) J(pa) = ^|, Ps, P4> • • -7 Pi-U Pi7 P« + l> • • -1 P«-!? 
J{pb) *= p*, p3, p4, . . ., pA-1, P*, pk-\-l, . • ., pn-1. 

Entsprechend den ersten drei Fällen bestimmen die Indices . 

1) «^(Pa) ^^^ "^(P^) resp. J{pö) und J'(p,) — 

2) J(p6) und J{p,) - 

3) c7(pa) und J(p,) — 

nach Theorem (6b) unzweideutig die dritten: 

1, 3) «7(^j) = |)a, p3, . ., pa^U Pa, Pa+1, • • -, P» - 1 , 

1> 2) J{p^ = Pj, pg^ . . .^ p^_i, pft/p^^.1, . . ., pn_i , 

und diese stehen mit den obigen Grundbedingungen im Widersprach. 



§ 6. Die Grundgesetze des Indexsjstemes. 83 

Aus analogen Oründen bedingen im vierten Falle die Indices 

zusammen mit dem dritten 

die Indices 

J{p,) und J{p,) 

wiederum in den durch die Voraussetzung ausgeschlossenen Formen: 

^(pi) = ^(p-) und Jip;) = J{pn). 

Wenn aber^ wie hiermit bewiesen, in bezug auf ein Punktsystem 

5ß«-< = p,, pif .. ., pn-a 
die Beziehungen gelten 

80 bestehen nach dem nämlichen Schlufsverfahren für mindestens 
ein Untersystem 

^n-S^^Ply Pif . . ., Pn-i 

die entsprechenden Ungleichungen 

In weiterer Eonsequenz muijs man daher schliefslich zu einem 
Untersysteme gelangen 

^m = Pi, Pi, " ., P«, 

für welches selbst noch alle m Bedingungen gelten 

während fElr jede beliebige in ihm enthaltene Gruppe von nur m — 1 
Elementen dies nicht mehr der Fall ist. Weil ferner nach Früherem 
in einem Systeme 

?5 = Pl) P%f Ps» Paj P« 
allgemein die Beziehung statt hat 

J(Pn)^J{pH), 

ergiebt sich zugleich die Zahl 5 als der kleinste für m in Betracht 
kommende Wert. 

Angenommen jetzt, es stehe mit Bezug auf das Theorem (7) fest, 
dafs durch die Indices 

eines Punktsystemes 
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und durch einen weiteren von jenen verschiedenen Index 

J(pn-i) oder J{pn) 

das Indexsystem der Gruppe 

?ß„_j, <3„_i oder ^,_2, ^), 

unzweideutig definiert ist. — Alsdann bieten sich für das noch un- 
bekannte Indexsystem 

der vollen Gruppe 

% = Vt, Pi, •••, P» 

a priori folgende Darstellungen: 



I. 



Jip2) 



iPn- 
(Pn- 



J{p.-i) — {Pn- 



II. 






(p- 

(p— 



''■(Pm) = (Pn- 
«^(Pm+l)-" P»— 1 
Jipm + ») "= P«— l 



JipH-t) = P«-l 



III. 



JiPd 
JiP») 



P»-l 
P— I 



> Pn), Pi', P«', • • •> Pn— S, 

> P«)> Pl"> P»"> • • •; P»-»> 



> V»/> Vi > rt > • • •} Vb— 8 » 

»P«)> Po P»'> • ••> P«-»> 

> P»)> Pi"> P*"i • • •> P»-« 1 



, P-), Pi"'^ P?". • • M Pils, 

p'r+^ ..., p,, ..., p(."LV>, 



Vi > • • •> f»> • • •> V«_8 1 

Pl I • • •» pi) • • '} P« — 8, 
Pl > • • •> pH» • • •> P»— 8) 



Aus dem ersten Schema bestimmen sich die Indices 

J(t)„-i) und J(pn) 

in bezug auf die Punktgruppe ^»-.s nach Theorem (4) in ein und 
derselben Form: 

das Schema verstofst in seinen Eonsequenzen gegen die Voraus- 
setzungen des Satzes^ ist mithin illusorisch. 
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In der zweiten Darstellung bedingen die Indices 

J(P2) = (p«-i, PO; Pi", •••» 



snccessive kombiniert mit dem Index 

nach Theorem (6) den Index J(pn^i) in der Form: 

J(pH—l) =™ Pl> • • • > Ps; • • •> Ps > ' • M P'«> • • • > P»- 

Nunmehr aber definieren die hinsichtlich des Punktsystemes 

Pm+l, Pm + ty - • -, P«-«? Pn-lj P»^ pA 

vollständig bekannten Indices 

nach Theorem (4) unzweideutig den Index 

(^A= 1, 2, ..., w) 
und folglich auch die Stellung seiner Elemente 

pn^ 1 und pn . 
Der Annahme II ^ wenn sie überhaupt möglich, entspricht folg- 
lich ein einziges Indexsystem. 

Das Schema III endlich schlie&t von vorneherein jede Mehr- 
deutigkeit aus. 

Definieren also die in bezug auf das Punktsystem 

Pl; Pif • • •> P«— « 
bekannten Indices 

zusammen mit dem gleichfalls gegebenen^ von ihnen aber 
verschiedenen Index 

unzweideutig das Indexsystem der Gruppe 

Pm P2> • • •; pn— «j pn, 

so bestimmen die ursprünglich vorliegenden Indices 

J{pi).J(p2)^ ..., J^(p«-i; 

der Punktgruppe 

Pl> P2> • • '} Pn-l 
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zusammen mit dem Yon ihnen verschiedenen n-**° Index 

ihrerseits unzweideutig das Indexsystem der Gruppe 

Nach § 5 kann man das Indexsystem einer allgemeinen Punkt- 
gruppe 

^5 = Pli Piy P8> pAy P6 

stets in der Form annehmen: 

J^(t>l) = Pif Ps} Pa7 Pör JiP») = Pl> Ps7 Piy P5> ÄPsd = <^l» Pä? P4> pB; 
JiPi) = Pl> 1^2; Vs; P67 ^iPb) = Pi^ P2; P$> P4- 

Wie eine einfache Überlegung zeigt ^ existiert nur ein einziger tod 
allen diesen verschiedener Index 

J(Ps) , 
und zwar ergiebt sich derselbe in der Darstellung: 

^(p6) = Pl» Ps. Ph^ P%y P4- 

Demgemäfs bieten sich nach Theorem (6) gegenüber dem vollen 
Systeme 

^6 = Pn P%J P87 Paj Phy P6 

zunächst fßr die Indices 

/(pj und JOf^) 

von vorneherein die Möglichkeiten: 

a) «''(Pi) = Pe? P87 p4; P6, P2; J{Pz) = Pe, Pu Pi, p4, p6> 

b) «^(Pi) = p6J Ps» P4> P6; Piy «''(Ps) = Pi> Pei P«> P4i Pö; 

c) *^(Pi) = P8> Pe; P4> Psj Pi> JiPs) = P6i Pi> Ps; P4> P6» 

<1) ^(Pl) - Ps, Pe, P4, P6, P2, e7^(p8)=Pl,p6, P«, P4, P5, 

e) *''(Pl) = Pe; P2, P8> P4> P6» «'^(Ps) == Pl» Pa, P61 P47 P5- 

In den Fällen a, b, e bedingen die Indices 

J(\>,) und /(Pe) 
den anderen 

<^(p2)='Po P4. Pey {Pzy Ps); 

in d aber die Indices 

J{p^) und J(p,) 
den dritten 

•^(P8) = P3> P6; Pe» (Pi» P4)- 

In allen vier Fällen gelangt man also zu Folgerungen, welche der 
Voraussetzung widersprechen. 
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Nur in dem Falle c findet man im Einklänge mit den Thatsachen: 

Die Kombinationen der Indices 

«^(Pi) = Pe, »>U P2, t>8> P6 ^d *^(»'6) = P1,P8, »'s, P6»P4 

mit dem Index 

•^(p6) = Pl, Ps> P6? P%i Pl 

ergeben aber entgegen der Voraussetzung respektive die anderen : 

«'^(p5) = (Pi, Ps), P6, »>2, P4 wnd JiPi) = (Pi> Ps), P6, P2, Pe- 
Mithin kommen einzig und allein die Annahmen in Frage: 

J{Pa) =>n P6f P2, Psf P6 und J(p^) — pi, p5j, pg, ^33, p^. 

Weil aber das hiermit formal abgeleitete Indexsystem 

'J{Pl) = Pi,PzfPü^pAyp67 '«^(p2) = »5s,p4,p6;p5,Pl/*^(p8)=Pr,p6»p6,Pl,p2, 
'*^(PJ = P5>P1;P6>P2?PS, '*''(P6) = P1>P2»P6»PS;»'4; '*''Ö'6) = Pn p8» Pö» p2,p4 

thatsächlich realisierbar ist durch ein Panktsjstem 

^6 = 1^0 Pif Psf P4> P6) P6, 

gebildet aus der positiven Punktefolge 

Pl> Pi, »'s» »^4; P6 

und einem innerhalb der von den fünf Geraden 

IPl, PsI» iPs^PsL iPö>p2|j |P2, »^4 1; l»'4?Pll 

eingeschlossenen Primärfläche beliebig fixierten Punkte 

so ist durch die Indices des Punktsystemes ^5 und den von ihnen 
verschiedenen Index J{Pq) dasjenige der Punktgruppe ^q, und in 
weiterer Folge auch das gesuchte der vollständigen Punktgruppe $» 
vollkommen und unzweideutig definiert. Q. e. d. 

An die Theoreme (5) und (7) knüpft sich naturgemäfs die 
Frage: Wie yieldeutig bestimmt sich das Indexsystem einer Punkt- 
gruppe 

npn = Pl » P2 » • • • > pÄ ; 

wenn n — 1 Indices 

JiPl), J(p2)f ..., J^(pn-l) 

und ein mit m derselben übereinstimmender Index 
gegeben sind in bezug auf die Untergruppe 

?ß„»l = Pl, p8, . .., p„_i? 
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Die hier yorgemerkten Beziehungen zwischen den gegebenen n 
Indices sind an und für sich nicht zureichend , um aus ihnen die 
Vieldeutigkeit des gesachten Index- und Punktsystemes abzuleiten. 
Es ist letztere vielmehr erst durch den engeren Charakter des je- 
weiligen Schematismus bedingt Allgemein läfst sich nur aussagen: 

Wenn die m Elemente 

in jedem der n — m — 1 Indices 

gleichviele (A) auseinanderliegende^ an sich ununterbrochene 
Folgen bilden, 

J(p„+») = . • , [(pw, p<*), . . ., pw)], . . , [(pw+p P^.V2' • • •' Pi?)]' • • • 

(1 ^ ttj < Ctg < • • < aü = w) 
und wenn bei gleicher Verteilung auf die X Gruppen 

nur die Anordnung dieser und der Elemente in ihnen ver- 
schieden ist für verschiedene Indices 

J(pm-\-h,) und /(p^+äJ, 
so wird dadurch das Indexsystem der Punktgruppe 

und folglich diese selbst mindestens m -|- A-deutig bestimmt. 
Es ergiebt sich die Richtigkeit des Satzes aus zwei Gründen. — 
Einerseits ordnen sich die m Punkte 

P\} p2 7 • • •» Pm 

zufolge der Beziehungen 

nach Theorem (5) in einer gewissen Reihenfolge, etwa der vor- 
stehenden, zu einem einfachen projektiv konvexen m-Eck, so dafs 
dadurch der Punkt 

Pn 

seiner Lage nach an die m Flächen gebunden ist: 

I. -Fl,«» -^«,8; • • •> -fm,!' 
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Andrerseits gehören die A Punktgruppen 

gemäfs den engeren Voraussetzungen über die n — m — 1 Indices 

gegenüber dem selbständigen Systeme 

ZU ebensovielen Primärflächen 

II. Fl, t\y . . ., Fx* 
Weil dann aber jede Fläche 

mit den beiden anderen 

Fk und Fa+1 

je ein Gebiet gemein hat, besteht der gesamte Deckungsbereich der 

Flächenreihen 

I und II 

aus mindestens m -\- 1 getrennten Bezirken, innerhalb deren die Lage 
des Punktes p,» willkürlich bleibt. 

um die wahre Vieldeutigkeit des gesuchten Indexsystemes zu 
erkennen, erinnere man sich, dafs nach dem Zusätze zu Theorem (5) 
gewisse l von den n — m — 1 Punkten 

pTO+l> Pm+2, ' ' 'f Pn— 1» 

etwa die Punkte 

Pm + lf pm-^2j • • •} Pm-^X) 

in einer Folge 

Pl; Pjj; •• •; h 

sich gleichfalls zu den Ecken eines einfachen projektiv konvexen 
Polygones ordnen, dessen respektive Flächen 

■^1,2, ^2.3; • • •, J^X,1 

die Primärflächen einschliefsen 

F F F 

Die fragliche Vieldeutigkeit wird daher durch die Anzahl derjenigen 
Primärflächen des Systemes 5ßn bedingt, in welche die m + A 
Deckungsbereiche der Flächenreihen 

I und U 
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durch die YerbinduDgsgeraden der Punkte 

Pl} V^y • • •> Pm 

mit den anderen 

Vl + l, P^ + 8> • • -) Pn—1 

zerschnitten werden. 
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Unter allen primären Punktgruppen eines Systemes $m sind 
diejenigen mit je drei Elementen^ die sogenannten Fundament«!- 
tripel, für die genetische Auffassung des gesamten Punktsystemes 
von grundlegender Bedeutung. 

Schon die in § 4 entwickelte Relation 

x^ — x^ — 2xq — Src, — . . . = 4 + 2-4. 

beweist für jedes ebene Punktsystem die Existenz von mindestens 
Tier Fundamentaltripeln. 

Und in der That gehören dem einfachsten Typus dieser Gebilde, 
dem Systeme dreier lineal unabhängigen Punkte 

Pi7 Pk7 Po 

genau vier primäre Strahlenbereiche zu: 

Pa,\pi, Pk, Pl] Pi\Pk, Pl] Pk\pi, Pl] Pl\pi, Pi' 

In den höheren Punktsystemen dagegen ist bei gleicher Anzahl n 
aber verschiedener Lage der Elemente die Anzahl der Fundamental- 
tripel variabel und nur ihre Minimalzahl von n allein abhängig, 
nämlich gemäfs dem Satze: 

Theorem 8: In allen möglichen ebenen Punktsystemen 
von je n Elementen erreicht die Anzahl x^ der Fundamental- 
tripel ihr Minimum mit dem Werte n. 

Zum Beweise denke man sich in einem beliebig gegebenen 
Systeme ^n die Yerbindungsgeraden aller seiner Punktepaare gezogen 
und dadurch die Ebene in ein System von Primärflächen zerschnitten. 
Alsdann gehört irgend ein Punkt pt in bezug auf die Verbindungs- 
geraden der übrigen n — 1 Punkte einer mindestens dreiseitigen 
Fläche F(pi) an mit resp. den Seiten 

.Die Vorstellungen zu fixieren, wähle an: 

c(Po Pk,y P0 = + 1- 
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Alsdann sind rücksichtlich der gegenseitigen Lage der Punkte 

♦>*. and p,, 
und eines in ihrer Yerbindungsgeraden liegenden Grenzpunktes 

q 

der Fläche F(pi) drei Fälle zu unterscheiden: 

1) entweder teilt q die Strecke pk^ pi^, 

2) oder es teilt pjt^^ die Strecke q --- - pi^t 

3) oder es teilt pi^ die Strecke q p*^. 

Denselben entsprechend bestimmen aber die Winkel 

3) HlPifPhl ^^^ Pi.\PhK\ 

notwendig je zwei Primärwinkel^ da sonst die Gerade | pk^ , pi^ \ nicht 
zur Begrenzung der Fläche F{pi) gehören würde. 

In dem Falle , dafs pk^ und pi^ mit keinem dritten Punkte p 
lineal liegen, definieren die drei Winkelpaare resp. die primären 
Strahlenbereiche oder Fundamentaltripel : 

1) Pi\K,pi,y 2) pk,\pi,pi,, 3) piApi^pk,. 

In dem anderen Falle^ dafs die Gerade |p*,;)){J mehr als zwei 
Punkte p und zwar in der Reihenfolge enthält 



Pi Pi P.« 

und dafs die zugehörige Seite der Fläche F{pi) innerhalb der Strecke 
gelegen 

Ph PA + 1> 

findet man analog die fi — 1 Primärbereiche: 

Pi I Pi'j P/; 

P% I Piy Pi'; Pi I Piy P%] • • • ; ph \ pi, ph-1 ; 
Pm-i|Po Pmj P/^-ilPiy Pm-i; • ••; Ph-^i\Pi7 P*+«- 

Im Besonderen erkennt man, daJGs von den ft Geraden 

\Pif Pl'l; \Pi> Pi'li •••> \Pi7 P/Ii 

wenn überhaupt, nur die beiden 

\pi, pk\ und \piy ph+i\ 
durch dritte Punkte p gehen. 
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Besitzt also die Fläche F(pi) die Seiten 

und sind die Anzahlen der in diesen liegenden Punkte p resp. 

SO ist die Anzahl der hierdurch im Punkte pi definierten Fnnda- 
mentaltripel gegeben durch 

m 

i=i 

Da hiernach in jedem Systeme ^» ein beliebiger Punkt pi zu 
wenigstens drei verschiedenen Fundamentaltripeln gehört^ kann deren 
Gesamtzahl nicht kleiner als n sein. 

Das Beispiel einer aus den Ecken eines konvexen n-Seites 
gebildeten Punktgruppe zeigt, dafs für jeden Wert i? > 4 auch wirk- 
lich Punktsysteme ^^ mit genau n Fundamentaltripeln existieren. 
Q. e. d. 

Weil nach § 1 je zwei der einem Punktetripel an und für sich 
zugehörigen vier primären Strahlenbereiche das ebene Punktfeld 
bereits völlig überdecken, kann in einem Systeme aus mehr als drei 
Punkten ein Tripel derselben 

Po P*> Pi 

immer nur einen einzigen Primärbereich involvieren: 

Px I Py, P$ bzw. p» I par, py, p» . 

Gemäfs der eindeutigen Definition des Bereiches durch das Element 

px bzw. poo 

soll dieses der Hauptpunkt des Fundamentaltripeis genannt 
werden. 

Das System der Fundamentaltripel eines ebenen Punktsystemes 
ist durch eine Reihe in der allgemeinen Natur des letzteren be- 
gründeter, ihm charakteristischer Eigenschaften ausgezeichnet. Es 
genügt, dieselben ausführlich für ein lineal unabhängiges Punkt- 
system zu entwickeln, indem sich aus diesen die entsprechenden für 
ein singuläres System unmittelbar ableiten lassen. 

I. Zunächst erhellt, dafs die nämlichen zwei Punkte 
pi, pk höchstens zwei Fundamentaltripeln gemeinsam sein 
könaen. 
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Denn sind zwei solche gegeben durch 

Pi7 Pky pi «nd p,-, pk, p,„, 

80 stellen pi und pm die beiden Nachbarn sowohl des Punktes pk im 
Index J{pi) als des Punktes pi im Index J{pk) dar. Es besitzt aber 
ein Punkt in dem Index eines anderen immer zwei und nur zwei 
Nachbarn. 

Zufolge dieser ersten Bemerkung werden sich die Fundamental- 
tripel eines Punktes p^ zu nachstehenden Reihen ordnen: 

1) Pn Phy P/.; Pl> Pi^y Pi.', PlJ Pi^y Pu'y • • •; Pu Plx-^if Pl^y 

2) Pi, Pmo Pm^'^ PlJ P^y Pm.; Pi, pm,j pm,] - • -J P, , Pm^_i, pm^y 

(;i, ft, . . . = 2, 3, • . .) 

so dafs je zwei benachbarte .Tripel einer Reihe aufser pj noch einen 
zweiten, zwei Punktetripel verschiedener Reihen aber nur den einen 
Punkt pj gemein haben. 

Gesetzt; es schliefse sich die erste Reihe zu der cyklischen Folge 
Pu Phf Pl^1 Pi> ^«,7 Ph] • • •; Pi> Pix^iy Pix'^ Pn Pixy Ph- 

Da ihre A Fundamentaltripel ebenso viele verschiedene primäre 
Strahl enbereiche^ und letztere um den Punkt p^ ebensoviele einander 
ausschliefsende Primärwinkel bestimmen, fällt der Index des Punktes 
pi notwendig unter die Form: 

J{Pi) = Phy K> P«,» • • •? Pix^v Ptxy ^1» 

und es umfafst folglich das gesamte Punktesystem nur die 1 + A 
Punkte 

Pi> Phy Pk? • • -f Pix- 
Man schliefst also: 

IL In einem Systeme von n lineal unabhängigen Punkten 
p giebt es unter den Fundamentaltripelü eines Elementes 
pi keinen Cyclus der Form 

Pif Ptrj Pk\ Piy P/,» Pki • • •; Piy Plx^v Pixi Ph P'i» P'i» 

(A = 3, 4, 5, . . ., n — 2). 

Nach § 4 wird ein Primärvieleck durch irgend zwei zu seinen 

Ecken gewählte Punkte 

Pf und pi 
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und die in den Indices dieser festgelegten Fortschreitungsrichtungen 
unzweideutig bestimmt. Wenn daher der Index des Punktes p» ge- 
geben ist durch 

80 yeranschaulichen die n — 1 Punktepaare 

ebensoviele Paare benachbarter Ecken in den n — 1 Primärpolygonen 

WO diese definiert sind durch die Beziehungen: 



Pna 



J^iPi) ^Pn/Piy ..• 



«.8 



J(Pü) = P»; 'P8> • • • 



71,3 



'J(Pn) = p8, Pij . . . 
«^(Pi) =P«/P4» ••• 



n,4 



J^CPb) ==P»»/p6? ••• 



J(Pl)=Pl/\7 ■ 



J^CPs) = P« 7 Pif 

J{P%) = P2 » Pa"> 



«^(Ps) =P«; P«S •••> 
«'^(PsO = P8; "Ps; •••> 



«^(PO = P» > P^y 
J{P^) = P4 > Pi\ 



wo allgemein die Unterscheidungen 

J(pi) und 7(p,) 

den Wechsel des Drehungssinnes zum Ausdruck bringen. 

Nach diesem Schema haben je zwei aufeinanderfolgende Gebilde 

Pn,i und P»,,+i 
(i == 1, 2, . . ., n — 2) 

ein Paar gemeinsamer Nachbarecken 

pn und p.+i, 

aus welchen sie durch entgegengesetzte Operationen abgeleitet werden. 
.Sie stellen somit Gegengruppen in bezug auf dieses Eckenpaar dar. 
Unter der speziellen durch eine passende Projektion von ^^ leicht 
zu erreichenden Voraussetzung, dafs die beiden Punkte p„ und p^ 
Nachbarecken in dem Primärpolygone der Punktgruppe p« | ^^ bilden, 
nimmt das Schema die präzisere Form an: 
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Pi.,1 : 'J(pn) = Pi, Pa , . . ., 'JiPi) = Pn, >i , . . . , 

PiS»: 'J(pn) = P^y P^y . . ., JXP%) = pn, P^} • • •» 

PnX' 'J{Pn) = Pz, t>4; • • •? '*^(Pd) = Pn , 'Ps ? • ' «7 

•P«,*-' '«'^(P») = P4; P6; • • '7 ^(Pa) =Pny Plj • • •, 
> 

a) n = 2n': 

P«,n«.i: 'J{pn) = Pn-1, Pi, • • -, V(p«-i) = p«, '^»-1, • . ., 

Pi,«- '«^(PO = Pi, P»; • • m e^'(Pi) = P«> Pi'> •• • M 

b) n = 2n'+ 1: 

P»,n-i: '«^(Pn) = Pn-l, Pi, • • -, cT'Xpii-l) = P» , pi-1, • • •; 

Pi,»: 't7(p«) = pi , p2, . . . , V(pi) = p., 'p, , . . . . 

Demgemäfs sind die beiden Gruppen 

P«,n-i und P«,i 

nur in dem Falle eines ungeraden n Gegengruppen, wogegen die- 
selben bei geradem n als Nebengruppen in dem Primärwinkel 

P^lPi, P—il 

einen gemeinsamen Grenzwinkel besitzen. 
Weil nun zwei Fundamentaltripel 

p„, prf-i, pt und p„, p,-, p,+i 

gemäfs den Indices 

^{P^ ™ Pi-iy Po P«+i> • • • ^^^ «^(PO = P«-i; P»; P'+i> • • • 

stets Gegengruppen darstellen, und weil dieser Zusammenhang 
zwischen den Fundamentaltripeln einer Verkettung 

Pn, Pi, PiJ Pn, p2, Ps; P»«» Ps» p4 J ••■ 

allen projektiven Umformungen des Systemes ^n gegenüber sich in- 
variant verhält, so folgt aus dem Schema, dafs in einem Punkte pi 

a) bei ungeradem n keinesfalls mehr als n — 1, 

b) bei geradem n keinesfalls mehr als n — 2 
primäre Punktetripel zusammenstofsen. 

Es zeigt aber der Fall eines einem Kreise mit dem Mittel- 
punkte p« in positivem Sinne eingeschriebenen regulären n — 1-Eckes 

Pl; PS7 P57 P7» • ••> P8» P6» P4» P87 

dafs der Mittelpunkt pn ' 
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a) bei geradem n zu genau n — 1, 

b) bei ungeradem n zu genau n — 2 
verschiedenen Fundamentaltripeln gehört. 

Man erhält somit den Satz: 

III. In einem allgemeinen ebenen Punktsysteme^» kann 
ein beliebiger Punkt pi, je nachdem die Zahl n der Elemente 
gerade oder ungerade ist, zu höchstens n — 2 oder zu n — 1 
Fundamentaltripeln gehören, welche, falls das eine oder 
das andere Vorkommnis statthat, stets eine offene oder eine 
geschlossene Kette aufeinanderfolgender Gegengruppen 
konstituieren; 
und als nächste Eonsequenz: 

In einem allgemeinen Punktsysteme ^^ übersteigt die 
Anzahl der Fundamentaltripel 

a) bei geradem n, b) bei ungeradem n 

keinesfalls den Wert 

.) F"r-i'] b) ["<r7»]. 

Es sollen zwei Punkte 

Vi und pk 

als miteinander verkettet aufgefafst werden, wenn sie die Endelemente 
einer Punktefolge bestimmen 

in welcher je zwei Nachbarpunkte einem und demselben Fundamental- 
tripel angehören. Dabei kann und mag die Verbindungsreihe stets 
in reduzierter Form, d. h. als aus durchweg verschiedenen Punkten 
bestehend angenommen werden. 

GemäTs dieser Definition ordnen sich innerhalb des gesamten 
Systemes ^» alle mit einem beliebigen Punkte, etwa mit p^, ver- 
ketteten Punkte ))('') auf eine und nur eine Weise so zu einem mehr- 
reihigen Schema 

Pi, 

Pl } P%} P&1 • ' ' f Pmi) 
VI f Vi } Pi ) ' ' ' 7 Vfih f 



ö('') b('') !)('•) . ü('') 
Vi f Vi 9 Y^ y ' ' - 7 Vm^ f 

dafs allgemein die h^ Reihe alle diejenigen in den vorhergehenden 



§ 7. Fnndamentaltripel and Fundamenialreihen. 97 

Reihen nicht vorhandenen Punkte pt enthält^ welche den Fundamental- 
tripeln der Punkte ^CJ—^) der (Ä — 1)*^ Reihe angehören. 

Die Bildungsweise des Schemas zeigt unmittelbar, dafs zwei 
Reihen nicht den nämlichen Punkt pt enthalten können. Es folgt 
daraus, dafs eine die Punkte p^ und pt verkettende Folge incL ersterer 
mindestens 1 -f* A Elemente zählt, falls pi der hf^ Reihe angehört. 

Die hier gegebene natürliche Zusammenfassung der mit einem 
und ;f olglich unter einander verketteten Punkte zu einer in sich 
geschlossenen Gruppe legt die Frage nahe, ob dadurch im all- 
gemeinen das vollständige System ^» oder nur ein Bestandteil des- 
selben dargestellt wird. 

Behufs Entscheidung der Frage nehme man an, es sei für 
m Punkte 

Pl > Pi9 Pi} ' ' '} Pm 

die Zusammengehörigkeit bereits nachgewiesen. Dann zeigt eine Ro- 
tation ihres als starr gedachten Systemes um einen festen Punkt 
die Notwendigkeit einer ersten Eoincidenz 

1) entweder eines Punktes pm—h^ mit einer Geraden Ipm+A,, pm+A, |, 

2) oder einer Geraden Ipm^h^f pm—h^\ mit einem Punkte pm-^h,- 
Unter der gemachten Annahme giebt es daher stets noch min- 
destens ein Fundamentaltripel 

1) pm— Ai, Pm+A», Pm+A, ; odcr 2) pm—kif Pm—h^, Pm+A, , 

d. h. es gehört mindestens noch ein Punkt pm+A gleichfalls dem 
Schema an. 

Hieraus und aus einem früher bewiesenen Satze, wonach ein 
Punkt pi stets zu drei oder mehr Fundamentaltripeln gehört, folgt 
aber die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung. 

Der einfacheren Schreibweise wegen seien die Punkte 

Pm-^lf Pm-\-2, • ' -, Pn 

bezeichnet durch resp. 

Setzt man alsdann die oben begonnene Bewegung des «Systemes 
^m entsprechend den beiden unterschiedenen Eoincidenzen, nämlich 

1) des Punktes pi mit der Geraden |q,-^, qi.|, 

2) des Punktes q« mit der Geraden | p^^ , pi^\y 
in der Weise fort, dafs man es in positivem Sinne 

1) um den Punkt pi, 2) um den Punkt q^ 
bis in eine erste solche Lage dreht, bei welcher 

Eberhardi Geometrie. 7 
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a) ein Punkt pk mit einer Geraden { qj^^ , qjt^\, 

b) eine Gerade | p«, , pt^ \ mit einem Punkte qt 

zur Vereinigung gelangt, und vollzieht man weiter, die sich so bie- 
tenden vier Möglichkeiten einzeln verfolgend, 

I) in dem ersten und vierten Falle je nach der ursprünglichen 
Zugehörigkeit der Punkte 

la) pi und pk, 2 b) q,- und q* 

IJ zu einem und demselben, I^) zu den beiden 
durch resp. die Geraden 

la) |qi., (\,;\ und Iq*,, q*,], 2b) |p,,, p,J und \pjt,, pk,\ 

ursprünglich gebildeten zweiseitigen Flächen 

Ii) eine positive bezw. eine negative Rotation des Systemes $m 
um den unendlich fernen Punkt der Geraden 

la) \pi, pk\y 2b) iq.-, q*|. 
Ig) eine Parallelverschiebung des Systemes ^m längs der Geraden 

la) Ipi, pk\, 2b) |q,, q*!, 

II) in dem zweiten und dritten Falle je nach der ursprünglichen 
Zugehörigkeit der Punkte 

Ib) pi und q*, 2 a) q,- und pt, 

IIi) zu einer und derselben, IIj) zu den beiden 
durch resp. die Geraden 

Ib) |qü, q/J und |p*,, K|, 2a)|p.-,p,J und iq*,,q*.| 

gebildeten zweiseitigen Flächen 

IIj) eine Parallel Verschiebung des Systemes ^m längs der Geraden 

Ib) \pi, q*|, 2a) Ip*, q.| 

nach der einen oder der anderen Seite — 

Ilg) eine Umdrehung des Systemes $„ um den unendlich fernen 
Punkt der Geraden 

Ib) ip,, q*,, 2a) \pk, q.| 

in positivem oder in negativem Sinne — 

bis zu einer ersten neuen Koincidenz 
a) entweder eines Punktes pi mit einer Geraden | q^, , C{i^\, 
ß) oder einer Geraden \pi^, pi^\ mit einem Punkte q^, 

so gelangt man in jeder der behandelten Eventualitäten zu drei 

von einander verschiedenen Fundamentaltripeln : 
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2aa) q., pi., pi, 

2a^) q.-, pi,, pi. 

2b«) qo p.-,, p.-, 

2b^) q.-, P.-., Pi. 



pik» q*i> q*t 
q*) p*i> p*. 

Pk, q*,, q*. 
p*, q*., q*, 
q*, p*., p*. 



Po fl/i7 q^; 

Po q«.» q«.; 
Po fl'i» fl/«; 
Po q«.; q/.; 

qO P/x» P^' 



q*7 P*i7 P*. 

Da fOr den einfachsten Fall m »» 1 die Existenz von Punkt- 
systemen ^n bereits nachgewiesen worden, in welchen die Gruppe 
^m mit den übrigen n — m Elementen durch genau drei Fundamental- 
tripel verkettet erscheint, kann man als Verallgemeinerung eines 
früheren den Satz aussprechen: 

Theorem 8a: Die Elemente zweier zu einander lineal un- 
abhängigen Systeme 

♦ 

Pi > Pif • • • > Pm und p,„-|.i , p^^.2 , . . . , p» 

sind allemal durch wenigstens drei Fnndamentaltripel ver- 
kettet. 

Zu weiteren Beziehungen zwischen den Fundamentaltripeln führt 
die Untersuchung des Zusammenhanges des Systeme» ihrer Cha- 
rakteristiken mit demjenigen ihrer Hauptpunkte. 

Man betrachte zunächst eine Reihe aufeinanderfolgender doppelt 
verketteter primärer Punktetripel mit einem gemeinsamen Elemente: 

I) Pi; p8; Ps; Pi; p8» p4; Pi7p4;p6;- ■• 

Dann stehen folgende zwei Fragen zur Entscheidung: 

1) Ist die Wahl der den vorliegenden Fundamentaltripeln zu- 
gehörigen Charakteristiken 

c(Pi; Po P. + i) 

an Einschränkungen gebunden? 

2) Wie gestaltet sich nach getroffener Wahl der Charakteristiken 
die Verteilung der Hauptpunkte? 

Beide Fragen lassen eine gemeinsame Behandlung und zwar in 
der Weise zu^ dafs zugleich mit der einen auch die andere ihre Er- 
ledigung findet. Dabei werden entsprechend den Annahmen entweder 
von durchweg gleichen oder von beliebig wechselnden Charakteri- 
stiken zwei Hauptfälle unterschieden. 

7* 
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Erster Hauptfall. 

Gesetzt; es werden die Charakteristiken c(pif p,-, f't+i) sämtlicli 
gleich -f- 1 angenommen ; so bietet sich als Hauptpunkt des ersten 
Fundamentaltripels 

Pi> Pi7 Ps 

1) entweder p^, 2) oder pg, 3) oder pg. 

Im ersten Falle verteilen sich alle übrigen Punkte p, ausschliefs- 
lich auf die Scheitelfläche jP(p,) und die Seitenfläche JF(p2, ps) der 
endlichen Dreiecksfläche A(p|; p2; ps); und es folgt aus der Beziehung 
c (pi , pg , p J -= + 1 , dafs der Punkt p^ der Fläche F(pi) angehört 
Alsdann liegt aber pg in der Scheitelfläche i^(pi) des Dreiecks 

A(p,, Ps, Pj 
und demnach innerhalb der beiden Winkel 

PsiPo Vi\ ^^d p^lpi, pg|. 

Es mufs mithin p^ auch der Hauptpunkt des durch die Punkte 
Pii Pb9 Pa bestimmten Fundamentaltripels sein. 

Da infolge dieses Schlusses die Voraussetzungen für die Ver- 
kettung 

Pl;P«;p4; Pl;<^4?p65 Pl9 p6y Pe] ••• 

die nämlichen sind wie für die ursprünglich angenommene 

Piy P2 7 P9V Pl 7 P97PA'^ Pl;p4>p5 5 '"7 

ist derselbe auch auf das dritte und weiter successive auf alle Tripel 
der angesetzten Reihe I übertragbar. Also gilt der Satz: 

Wenn in einer Verkettung von Fundamentaltripeln der 
Form 

Pi7p%7p9] Pl;p8;p4; Pi»*>4;^;-- 

&llen Tripeln die gleiche Charakteristik zukommt^ so ist 
ihr gemeinsames Element p| entweder für alle oder für 
kein einziges Hauptpunkt. 

In dem ersten Falle bestimmt sich gemäfs den beiden An- 
nahmen 

a) ^(Pi,^,P*+i) = + l, b) c(pi,p,,p<+i) 1 

der Index des Punktes pj durch: 

a) 'J(Px) , Ps7 P4, Ps; Ps; b) '«^(Pi) = P2, Ps, P4, P6, • • •; 

der Index eines beliebigen Punktes pi aber durch: 

a) '«^(PO = Pl7 Pi-ly • • '7 P*+2; • • •, P»-2; • • -, P.+l , Pi ; 

b) '«^(Pi) = Pi; P.+l; •••> P«-27 •••? Pi+i7 "7 P«-l» Pl- 
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Wird zweitens der Hauptpunkt des Fundamentaltripels ))i,pa,ps 
durch den Punkt p^ dargestellt, so kann der Punkt p^ gemäfs der 
Bestimmung c(pi, pg? PJ =* + 1 °ur in der Seitenfläche i^(pi, p^) 
der endlichen Dreiecksfläche A())i , p^ y p^ liegen. Dann aber fallt p^ 
in die Winkel 

Pilp3;p4l ^nd pslPi^PiU 

und es ist der zu dem Fundamentaltripel p^^p^j p4 gehörige primäre 
Strahlenbereich definiert durch 

m. a. W. p^ ist der Hauptpunkt dieses Fundamentaltripels. 
Betrachtet man jetzt die beiden nächsten Tripel 

P4, P8, Pi und p,, p,, Pß 

mit den gleichen Charakteristiken 

so folgt aus einem früheren Satze, dafs p^ als Hauptpunkt des einen 
auch Hauptpunkt des anderen ist, und dafs deshalb und wegen der 
Beziehung 0(^1,^4,^6)™*+! ^®^ Punkt p^ in der Scheitelfläche 
jP(p4) der endlichen Dreiecksfläche A()}|, p^, p^ liegt. 

Auf Grund dieser Eigenschaften ist aber die Stellung des Funda- 
mentaltripels pi, ))4; p6 ^ ^^^ Verkettung 

Pop4;<^6; Pi>p6?p6; Pi;Pejp7i ••• 

durchaus analog derjenigen des Fundamentaltripels p^ ,- p^ , p^ in der 
ursprünglichen 

*>l>Pi»p8; PuPbjPaJ Pl7pA7pbl •••• 

Man findet daher p^ als gemeinsamen Hauptpunkt der beiden 
Fundamentaltripel 

und zwar innerhalb des gemeinsamen Bereiches der zu den Dreiecken 

A())i,»)8,p5) und A(pi,p5,t)5) 

gehörigen Seitenflächen 

FAPi, P5) «nd F,(p,,p,), 

als Gebiet des Punktes p^ dagegen den aufserbalb der Fläche PelPn Psi 
aber innerhalb des rücksichtlich der Gruppe p^^, p^, p^^ p^, p^ vor- 
handenen Primärwinkels Pe I P« > Pi I gelegenen Teil jenes Bereiches. 
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Allgemein ergeben sich als Hauptpunkte der Fundamentaltripel 
einer Verkettung 

P1»P8>P45 P1J*>4»P6; Pii^'öjPö; PiyPßfPl'^i '" 

im Falle von durchweg gleichen Charakteristiken c(pi, pif pi+i) 

a) bei der Wahl des Punktes p^ zum Hauptpunkte des Funda- 
mentaltripels 

die Punkte: 

Pi7 Pa9 Pb} Pe > • • • > 

b) bei der Wahl des Punktes p, zum Hauptpunkte des Funda- 
mentaltripels 

Pl7 P2» Ps 

die anderen: 

Entsprechend diesen beiden Vorkommnissen sind die Punkte 

p4 > Pö > Pe > p7 > • • • 
in ihrer Lage an resp. die Flächen gebunden: 

a) 9>(Pi , P») I 9>(P4) » 9>(Pi , Ps) , 9>(P6) , • • • . 

b) 9>(Pi)y 9>(Pl;p4), 9(P6)» 9(P1,P6)» • •> 

wo abkürzungsweise durch das Symbol 

<]P(Pi» Pf) 
der Deckungsbereich der beiden Primärwinkel 

Pi|pa,,p.| und p,|Pi,p,»i| 
des Punktsystemes 

Pl» Pi) • • •> P»— 1. PM 

durch das andere 

9>(P»-fi) 

der ausferhalb der Fläche p,.fi|pi, piy aber innerhalb des. Primär- 
winkeis p,+i p*,. . i, pi 1 liegende Teil der Fläche (p(pi, p,) be- 
zeichnet wird. 

Bei den bisher erörterten Möglichkeiten betreffend die Wahl des 
Hauptpunktes des Fundameutaltripels pi , p2 > Ps ist die eine auTser 
Acht gelassen worden, dafs besagtes Tripel einen eigentlichen Haupt- 
punkt überhaupt nicht besitzt, dafs also der zugehörige primäre 
Strahlenbereich gegeben sei durch 

P« I P, , p2 , p3 . 

Diese Annahme ist in der That hier illusorisch, weil nach der- 
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selben alle anderen Punkte pi in die Fläche A (pi , pg , ps) fallen, und 
folglich die Charakteristiken 

KPoPj^Ps) und c{p,,p^yp,) 

entgegengesetzt sein würden, was gegen die ursprüngliche Voraus- 
setzung ist. 

Zweiter HauptfalL 
In der zu diskutierenden Verkettung der Fundamentaltripel 

l)Pi>Pa;p8; PifPzjPi'^ Pi;p4>p5; Piyp67p6i ••• 

mögen sich die beiden benachbarten Tripel 

Pi> Pi-iy pi und pi, pi, p,+i 
in ihren Charakteristiken unterscheiden, d. h. es sei 

c(pi , P.-.1 , pi) = + 1 und c(p, , pi, pi-^i) = — 1 . 

Alsdann sind betreffs der den beiden Fundamentaltripeln in 
ihrem gemeinsamen Punkte p^ zugehörigen Primarwinkel zwei Mög- 
lichkeiten zu unterscheiden, nämlich: 

a) entweder decken sich dieselben mit den Winkeln 

Pi I pi } Pi-i und pi I Pf 4.1 , p, : , 

b) oder sie sind identisch mit den anderen 

Pi I p*~i , pi I und pi piy pf+i ; . 

Indem man von diesen einander durchaus analogen zwei An- 
nahmen nur die erste in ihren Konsequenzen verfolgt, erkennt man, 
dafs sie zusammen mit den übrigen Voraussetzungen den Punkt pt.fi 
seiner Lage nach an zwei getrennte Gebiete bindet, nämlich: 

1) an die Scheitelfläche JP(pi-i), 2) an die Seitenfläche -F(pi , p._i) 
der endlichen Dreiecksfläche A(pi, pi— i, pi). 

Dementsprechend bestimmen sich die primären Strahlenbereiche 
der beiden Fundamentaltripel durch resp. 

1) pi-i I Pi , pi und poo I pi , pi , pi^x , 

2) pf|p,,p.-i und pijp,-, pf+i. 

Die erste örtliche Verteilung der vier Punkte 

P\> P<-l; Pii Pi+l 

beschränkt die übrigen Punkte der Verkettung auf den Deckungs- 
bereich F^ der beiden Winkel 

PilP»-i^P«+i und pilpi+i, p,_i|. 



104 Erster Abschnitt 

Deshalb und zufolge des Index 

J^(Pi) = ^-1; Pi-i) Pi-^7 ' • • oder 'J(pi) = p,+i, p.+g, p,+3, • • • 
kommen den Fundamentaltripeln der beiden Reihen 

resp. die Charakteristiken zu: 

1) +1, 4-1, +1, ..., 

2) +1, +1, +1, ••.. 

Weil ferner die Fundamentaltripel 

Pl> Pi+1> Pt+8 ^^ Plf Pi-t} Pi-i 

durch den Übergang der Punkte 

p,+ji und pi— 2 
ans resp. den Strecken 

Pi+o q und Pi-i, q 

(q^ClPo P<+i|, iPo P^-iD) 
in die Fläche F4 übergehen^ sie also in resp. 

pi+2 tmd pi^i 

ihre Hauptpunkte besitzen^ sind die Hauptpunkte beider Verkettungen 
dargestellt durch: 

1) pi—i) Pt— 1> Pf— s, ..., 

2) Pi + 2, Pf+«; P<+4» •••• 

Der letzte Umstand bestätigt die schon früher erwiesene That- 
Sache y dals, soll die Verkettung eine cyklische sein, die Anzahl der 
Punkte des Systemes notwendig eine ungerade ist. 

Die zweite oben als möglich erkannte Anordnung der vier Punkte 

Pl7 Pi-if Pif P« + i 

zu den 2 • 3 Grenzpunkten der primären Strahlenbereiche 

Pi\Piy Pi-i ™d pi \pif p,+i 
bei den Charakteristiken 

^(Pi ; P<-i , PO = + 1 und c(pi , pi , p<+i) 1 

bindet die übrigen Elemente der Verkettung an den Deckungsbereicb 
der beiden Winkel 

PilP«-i> P«+il und pi\pi^tf p,+il. 

Je nachdem nun der Schnittpunkte der beiden Geraden 

lPi> P'+il und \pi, pi-i 
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mit dem Schnittpunkte der beiden anderen 

a) auf einer und derselben^ b) zu den beiden 
Seiten der Geraden | pi , pi \ angenommen wird, besteht jener Bereich 

a) entweder aus einer einzigen endlichen Fläche^ 

b) oder aus zwei im Unendlichen zusammenhängenden unend- 
lichen Stücken. 

Durch den im letzten Falle angestellten ganz ähnliche Schlüsse 
folgert man, dafs bei der Lage (a) den Fundamentaltripeln der 
beiden Reihen 

^i> Pif Pi-^i'i Pu Pi+U P«+«; Pu ^+«> P«+»; Pu Pi+^y P«+*5 • • • 
notwendig einerseits die Charakteristiken zukommen 

+ 1, +1, +1, +1, ..., 
-1, +1, +1, +1, ..., 

andererseits die Hauptpunkte zugehören 

Pi, Pi—i} Pi--iy Pi— 4, ..., 
Pi; P«+l> P»-f«» Pi+if ••*• 

Ein cyklischer Schlufs der Verkettung kann deshalb wiederum 
nur stattfinden, wenn die Anzahl der Punkte p eine ungerade ist. 

Teilt sich dagegen dem Falle (b) entsprechend der Deckungs- 
bereich der beiden Winkel 

P\ I Pi-i 7 Pi+i I »löd pi ! p,_i , pi^i I 

in die zur Rechten und zur Linken der Geraden 

I Pi f pi I 
gelegenen zwei Flächen 

jP/+i und 'jF<+i, 
so bemerke man, dafs diese seitens der Geraden 

\Pi> Pi+i I 
in respektive den unendlichen Strecken 

\pif pi-fi|oo = Si',,+1 und \pi+i, p, 1» = X«+i> 
und die erste aufserdem noch von einem Teile 

der endlichen Strecke 

P\TPi^i 
begrenzt werden. 
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Indem man alsdann die beiden Fundamentaltripel 

als das erste in der gegebenen Verkettung 

Pi; p2» Ps; Pi> p3> p4; •••; Pi; P^-i» P^ 

auftretende Nachbampaar auffafst, welches einen Charakteristiken- 
wecbsel involviert 

c(pi , p,_i , p,) = + 1 und c(p, , pi, p,+i) — — 1 , 

die Charakteristiken der folgenden Tripel aber ganz willkürlich vor- 
schreibt, kann man die Verkettung durch folgende Konstruktion un- 
zweideutig verifizieren: 

Man lasse entsprechend den beiden Möglichkeiten 

1) c(pi, pi+i, P.+2) = + 1 und 2) c(pi, p,+ i , pi+i) 1 

den Punkt pi^i aus der Strecke 

1) 5i,,+i und 2) '5i,,+i 
in die Fläche treten 

1) F/+1 und 2) 'F,+i. 

Dabei überstreichen die Strahlen 

Ipi, pf+al und 1^+1, pi+al 

gewisse Teile der Flächen 

F/^i und 'F,+i, 

und letztere reduzieren sich daher auf die anderen 

Fi^2 und 'jF/4.2. 

Da diese wiederum von im unendlichen zusammenhängenden 
Strecken 

I pj , pi+g I » = Si,,-f-2 und I pi^i , pj 00 = 'si,,+2 

der Geraden 

begrenzt werden, sind hiermit die Vorbedingungen für die Eon- 
struierbarkeit des nächsten Fundamentaltripels 

bei ganz beliebiger Charakteristik 

c(Pi> Pi+iy ^+8) = + 1; 

und weiter jedes folgenden bis zu dem letzten in analoger Weise 
erfüllt 
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Zugleich bemerkt man, dafs auch die Hauptpunkte der succes- 
sive entstehenden Fundamentaltripel unzweideutig bestimmt sind. 
Bei den einzelnen Übergängen der Punkte 

p/4.2, pi-\-d, . . ., p; 
in respektiye die Flächen 

passiert keines der beweglichen Strahlenpaare 

IPi;^+a' und ,p,+A_i, P,+a| 

den Endpunkt pi-~t der die ursprüngliche Fläche F{^i begrenzenden 
Strecke 

Infolgedessen begrenzt diese in einem gewissen Bereiche notwendig 
auch die Fläche 

F{ = F^^,, 

Hiernach kann man einen Punkt pi^2 aus der Geraden { p,, pi^i \ 
unmittelbar in die Fläche Fi—i, darauf einen Punkt pi^^ aus der 
Geraden | p^ , p,-.« | unmittelbar in die Fläche FiL% , und so fort, 
schlieifilich einen Punkt p^ aus der Geraden { p^ , p^\ unmittelbar in 
die Fläche F^' eintreten lassen^ wo allgemein Fi^n—i den von den 
vorherigen Bewegungen nicht affizierten Teil der Fläche jF/.a be- 
zeichnet. Man gelangt so successive zu den Fundamentaltripeln 

P, , Pr~l, pi-2-, pi, P/-2, p.-s; .-.; PifPsfPi 

mit den gegebenen Charakteristiken 

c(Pi f Pi-i7 Pi-i) = c{p^ , P/-2 , p/-») = . . . = c(p, , p», pa) = — 1 

und ihren wohldefinierten Hauptpunkten 

p,_2, pi— 8, pi— 4, P«— 4, •••. 

In Anbetracht, dafs zu dem Ausgange der Eonstraktion auch das 
letzte Paar von benachbarten Fundamentaltripeln der gegebenen Reihe 
gewählt werden kann, welches einen Charakteristikenwechsel aufweist, 
wird man mithin den Satz formulieren: 

Ist für eine Verkettung von Fundamentaltripeln 

PiyPiyPs'i PiyPs^Pl'i •••; Pi,pi-l,p2 

eine Folge beliebig wechselnder Charakteristiken vorgeschrieben 

80 wird dadurch das System der Hauptpunkte entweder ein- oder 
zweideutig bestimmt. 
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Um jetzt noch kurz die entsprechenden Verhältnisse für die 
singulären Punktsysteme festzustellen, hat man zunächst die Frage 
zu entscheiden: 

Wieviele der irgend zwei Punkte 

pi und pk 
als Nachbarecken enthaltenden vier Primärgruppen 

1) '*/.*, pi, pki^iU, 2) '^i,,\%:„ Pi, p„ 
3) '%,„Pim<t,pk, 4) '%,„ p,\^{,„ pt 

können Fundamentaltripel darstellen? 

Dieselbe erledigt sich sogleich durch folgende einfache Kon- 
struktion: Man ziehe durch zwei beliebige Punkte 

pi und p2 
je zwei Geraden 

9iJ 9i ^^^ 9%} 94.7 
so dafs ihre vier gegenseitigen Durchschnitte 

(?1 ; ^2) = P»; (^2 » 9^ = ^4; (ö'» , 9l) = p6 > (?4 > 9i) = pB 

in Bezug auf die Gerade 

iPi, P2I 

in der nämlichen Halbebene liegen , und fixiere innerhalb des ein- 
fachen konvexen Viereckes 

Psf Paj PbJ P6 

irgend n — 6 weitere Punkte 

Pt } p8 j • • • > P« • 
Alsdann stellen die vier Primärbereiche 

P1IP2; p6; PiPi, P^'i PsIPi; ^) ^'•iPijPs»^ 
ebensoviele zu dem Punktepaar 

gehörige Fundamentaltripel des Systemes $» dar. 

Mit der Eigenschaft I fällt auch ihre Eonsequenz IL — Iii der 
That involviert das System*) der sechs Schnittpunkte von vier lineal 
unabhängigen Geraden in seinen zwölf Primärgruppen ebensoviele 
Fundamentaltripel, während nach II die Anzahl dieser in einem** all- 
gemeinen Systeme ^^ nicht zehn übersteigen kann. 



*) Die Figar auf Tafel I yeranBchanlicht die analogen Verhältnisse in dem 
dualen Gebilde der sechsYerbindangsgeraden eines allgemeinen Pankteqnadrnpels. 
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Dagegen ergiebt sich betrefiPs der durch das Theorem (8 a) aus- 
gesprochenen Beziehungen; dafs diese fSr die singulären Systeme er- 
halten bleiben und durch ganz analoge Schlüsse bewiesen werden. — 
Teilt man nämlich ^n in zwei Untergruppen 

und dreht eine von ihnen^ etwa die letztere, in bestimmtem Sinne um 
ein festes im Endlichen oder Unendlichen liegendes Centrum, so mufs 
fär einen ersten Zeitpunkt 

1) entweder eine Gerade | plt[ , pk!^ \ mit einem Punkte pi, 

2) oder eine Gerade \pi[, pi^\ mit einem Punkte pk 
zur Eoincidenz gelangen. 

Da hiernach im ersten Falle — es genügt, diesen zu betrachten — 
die Strahlen 

I Pi, Pk[ I und I Pi\ Plti I 

während des Überganges einen Punkt 

pl, oder py" 

nicht passieren können, bestimmen in dem ursprünglichen Systeme 
die Strahlenpaare 

IpJfciS Pl^\7 \Pk[7 Pi\ nnd Ipil^, pk^\, \pl^, p/\ 

einzeln je einen Primärwinkel. 

Liegen nun dem allgemeinsten Fall entsprechend auf der Geraden 

von vorneherein r Punkte p in der gleichlaufenden Folge 

Plt Pif ' "f Pa — i } 1^*1 7 Pa+i } ' • '9 Pc , ^+1 ; • • • > 
..., pb"i, P*. , Pb-\-l9 •••> Pr, 

und tsllt der Punkt p{ bei seiner Vereinigung mit der Geraden in 
die Strecke 

Pc Pc + ly 

so bestehen ursprünglich auch die primären Strahlenbereiche: 

pc I pi\ pc-i ; pc-i I pi, pe-% 5 . . . : pk[\ pi, pa-i ; . . . ; P« I pi, Pi ; 

Pi\Pl7 Pr'l 
pr-\\pi\ pr\ Pr-alp/, pr-1 5 .-m pk^\pi , Pb + l', ...; pc + l\pi, pc + 2 • 

Wie sich auch die r — 2 Punkte 

Pl; Pa» • ' •; Pa — X, Pa+l, • • •, Pb-1 , Pb-^l , • • •> Pr 
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auf die beiden Gruppen verteilen mögen 

Sßm und ^„'L«, 

stets liefert die vorstehende Reihe zwei Fundamentaltripel der 

Formen 

pi, pr, pm oder pk\ pl, pin^ 

und nur in dem Falle 
resultiert das einzige 

Dies festgestellt^ kann man weiter ganz ebenso wie in dem all- 
gemeinen Falle deduzieren. 

Man erkennt nebenbei: 

Ein Punkt pk eines linealen Systemes kann immer nur mit seinen 
beiden Nachbarn zu je einem bezw. zu je zwei Fundamentaltripeln 
gehören^ und: 

Wenn r in einer Richtung aufeinanderfolgende Punkte einer ' 

Geraden i 

Ply P2J ' ' '7 Pr 

mit einem aufserhalb gelegenen Punkte p{ die Fundamentaltripel be- 
stimmen 

a) PhPiyPi^ ^»^»^8; Po Pa; P*; •••; Pi,Pr-l,pr; 
b) Pö Pn P«; — ; Po Pa-1, Pa; p., Pi, Pr-, pi, pa+1) Pa+2; •..; Po Pr-l, Po 

sind deren Hauptpunkte unabhängig von der Lage des Punktes pj 
auf der einen oder der anderen Seite der Geraden respektive: 

a«) P2?-P8»P4, "1 Pr, »/*) Pl, P2, P8; '"> Pr-l» 
^) P2> Ps> •••; P«; Pö Pa+i> •••; Pr— l • 

Das System der Fundamentaltripel ist gegenüber der Gesamt- 
heit der Punktetripel eines Systemes ^„ ausgezeichnet durch 
den Satz: 

Theorem 9: Ein ebenes Punktsystem ^» bewahrt bei 
stetiger Bewegung seiner Elemente so lange einen invari- 
anten Charakter, wie das System seiner^ primären Punkte- 
tripel bestehen bleibt. 

In der That besagt die Definition des Charakters eines Systemes 
$n zunächst nichts anderes, als dafs derselbe sich allemal und nur 
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gleichzeitig mit der Charakteristik eines Punktetripels ändert. Stellen 
aber die Pankte 

dasjenige Tripel dar^ welches bei der kontinuierlichen Bewegung des 
Systemes ^« zuerst von allen 

a) aus singulärer in allgemeine, 

b) aus allgemeiner in singulare 

Lage abergeht, so werden die beiden Geradenpaare 

I P*> P. I ; i Pkf h \ und \piypk\y i p/, l). I 

a) kurz nach dem Austritt aus einer Geraden, 

b) kurz vor dem Eintritt in eine Gerade 

je einen Primär winkel bestimmen, die drei Punkte also ein Funda- 
mentaltripel bilden. 

Hierin bewirkt die Annahme, dafs eine der drei Geraden 

mehr als zwei, etwa A, Punkte enthält, nur insofern einen Unter- 
schied, als dann statt des einen gleichzeitig X — 1 Fundamentaltripel 
ihren Charakter ändern. 

Ist das Punktsystem $n durch sein Indexsystem definiert, so 
läfst letzteres nach Theorem (6) ein Punktetripel 

Pi/ Pk, pt 

als ein primäres oder fundamentales erkennen, wenn je zwei Punkte 
in dem Index des dritten als Nachbarelemente auftreten, wenn also 
die Indices der drei genannten Punkte die Formen haben: 

Sein Hauptpunkt p,- bestimmt sich dann weiter durch die Bedingung, 
daCs die Indices der beiden anderen Punkte 

'J(p,) und 'J(|)0 
resp. die Punktepaare 

pij p^ und p<, p* 

in wechselnder Reihenfolge enthalten, und zwar gilt, je nachdem 
die Folge 

a) positiv, b) negativ: 

a) '«^(P*) = • • •> Po Pö • • •> '«^(P*) = • • •, p,-, pt, • • •, 

^) 'J^(P*) = • • •> Po p/7 • • 'J 'J^(pd = ' "y P*? Po • • •• 
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Dagegen treten sowohl in den Indices 

'J(p,) und '/(p.) 



die Punktepaare 
als in den Ihdices 
die Paare 



pi, pi und pi, pk 

V(p,) und '/(p,) 

pk, pi und pky pi 
in entsprechender Reihenfolge auf, nämlich, je nachdem' die Folge 

Ph Pk, pi 

positiv oder negativ ist, in der vorgeschriebenen oder in der umge- 
kehrten Anordnung. 

Eine Ausnahme von dieser Regel besteht einzig und allein für 
ein etwaiges Fundamentaltripel 

Pa, p6, pc 

mit dem primären Strahlenbereiche 

|)oo |pa, Pby pc 

Da die Elemente desselben die Ecken eines endlichen Dreiseites 
bestimmen, welches die übrigen Punkte des Systemes ^n einschliefst, 
ist es aus dem Indexsysteme leicht dnrch die Bedingung zu ermitteln, 
dafs in den drei Indices 

resp. die Paare benachbarter Punkte 

pc, Pb] Pa, Pe] Pbf P«, 

je nachdem die Folge 

Pa, Pby Pe 

das positive oder das negative Zeichen aufweist, in der angegebenen 
oder in der entgegengesetzten Ordnung auftreten. 

Diese Kriterien machen es zwar leicht, in jedem gegebenen 
Falle die vorhandenen Fundamentaltripel successive abzulesen, reichen 
aber nicht aus, im allgemeinen über die Existenz solcher Tripel 
und deren Minimalzahl einen Schlufs zu gestatten. 

Um die durch das Theorem (8) ausgesprochenen Wahrheiten 
einzig und allein aus der Natur des Indexsystemes abzuleiten, be- 
stimme man unter den n — 1 Punkten 

Pi7 P9} ' ' •} Pn 
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Yon irgend einem Punkte p/ aus eine Folge 

in welcher jeder folgende Punkt f)/+i aus dem Index des vorher- 
gehenden Punktes p/ als ein Machbar des Punktes p^ durch die 
nähere Bedingung eindeutig definiert ist, dafs in dem besagten Index 
J{pi) das Punktepaar p^, p/_i durch das andere pi'— 2, p/4-1 ge- 
trennt ist. 

Diese Definition läfst ffir die Wahl der beiden Elemente p^' 
und p,' folgende vier Möglichkeiten offen: 



1) 


'JiVl) — Pl f Pi7 


••M '^(p/) = Pi; Pa', 


2) 


'j(W) = Pn p;, 


•••; «^(Pa) Ps; Pi; 


3) 


J(Pl) ■ P8J Pl> 


'••1 ^(Pa) "Pn P8> 


4) 


«^(Pl) -"P8> Pl> 


•••; «'^(Pä) Ps» Pi> 



Zu jeder derselben gehört alsdann eine unzweideutig bestimmte Folge 

Pi ; P8 > p8 > p4 > P6 » • • • > P»»> Pwi-f-i; 

deren Endelement pm+i das erste mit einem der vorhergehenden 
identische Element bezeichnet. 

Ich behaupte, dafs dieser Punkt p^+i ^ p/ allemal mit 
dem Punkte pm—i zusammenfällt, dafs also die drei Punkte 

Po Pm-l^ Pm 

ein Fnndamentaltripel bestimmen. 

Die Vorstellungen zu fixieren, werde die Reihe 

Pl'; P2> Pa'? • • •> Pw»> Pm+l 

als der ersten Annahme entsprechend, das Zeichen der Punktefolge 

P/j Pi> P2' 
unbeschadet der Allgemeinheit als positiv vorausgesetzt. — Hiernach 
und laut den in § 1 getroffenen Unterscheidungen der von zwei 

Geraden 

Ip,, p*| und ip.-, p,| 

eingeschlossenen beiden Brächen durch die resp. Symbole 

pi\pi,pk\ und p.'lpA, p<| 

überdeckt der Primärwinkel p/ { pg', p^ | zusammen mit der Fläche 
p/ I pi\ pi I den Strahlenbereich 

Pa' I Pi} Pi = ^1 

*) Auf der sngebörigen Tafel II finden sich der Pankt pi dnrch I, die 
Ponkte pj\ p^\ . . . durch 1, 2, . . . wiedergegeben. 

Ebexhard, Geometrie. 8 
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und als einen Bestandteil desselben die Fläche 

Pi I Pi ; Pa I • 
Zufolge der Annahme 

'^(^2') = Pu P3'; • • • 

wird der Punkt Ipj' der letztgenannten Fläche angehören und zwar 

a) entweder der Scheitelfläche i^(pi), 

b) oder der Seitenfläche i^(pi', p^) 
des endlichen Dreieckes 

In dem einen wie in dem anderen Falle bestimmen die beiden 
Flächen 

p2'|p8';Pil und pilp»', P/l 

als einen den Punkt p^' ausschliefsenden Bestandteil des Strahlen- 
bereiches 

den anderen 

a) Pi I Pi\ Ps =Si, t) pa' I Pi > P9 = ^2 

und innerhalb desselben den Flächenwinkel 

a) PslPuPi^, b) Ps\p2ypi\' 

Gemäfs der obigen Definition des Punktes p/ trennen sich die 
von P3' ausgehenden zwei Strahlenpaare 

I Ps'; Pi\, I P»'» P/ I und I pa', pi I , I P3', P2' I , 

und es gehört daher der Punkt p/ dem eben ermittelten Strahlen- 
bereiche 8^ an. 

Es liegen aber die Verhältnisse in dem neuen Punktequadrupel 

Pi; Pi\ Ps'? Pa 
ganz analog denjenigen in dem alten 

Pu Piy Piy Pb- 

Die drei Punkte 

Pu Ps'^ Pa 

bestimmen als einen den Punkt p^' ausschliefsenden Bestandteil des 
Strahlenbereiches S^ einen neuen Bereich S^y und dieser wird zufolge 
der Trennung der beiden Strahlenpaare 

! P4'; Pi I? I Paj P9 I ^^^ I pAy P2' 1 7 I P/; P6 \ 

seinerseits den Punkt P5' enthalten. 
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Indem man diese Schlufsweise auf das Quadrupel 

Pu Psy P^'y P5' 

und weiter auf jedes neu entstehende anwendet, erhalt man ein 
durch die Punktetripel 

?l> P/; Pi] *^U P%7 Psj Pl7 Pfi\ Pi'y • • •; Pw Pm-l, pm 

bestimmtes System von Strahlenbereichen 

in welchem allgemein der Bereich Sf-^i einen den Punkt p/ aus- 
schliefsenden Bestandteil des Bereiches 8i darstellt. 
Hiemach werden die m — 2 Punkte 

Pl > P2} • • • > Pm—i 

sämtlich aufserhalb des durch das Tripel 

Po Pm-1> pm 

bestimmten Strahlenbereiches Sm^i liegen. 

Nun ist nach Voraussetzung der Punkt pm+i einerseits enthalten 
in der Reihe 

^ Pl'? P%} • • •> Pm-2, Pm-1> 

andererseits gelegen innerhalb oder auf der Grenze des Bereiches 

Also mufs der Punkt p^+i allemal mit dem Punkte pm—i 
identisch sein, und die drei Punkte 

Pi; Pm-l; Pm 

bestimmen, wie behauptet, ein Fundamentaltripel. 
Da in der Reihe der Strahlenbereiche 

jeder folgende in dem vorhergehenden vollständig enthalten ist, so 
gilt dieses auch von den im Strahlenbüschel SQpi) ihres gemeinsamen 
Grenzelementes p^ ihnen zugehörigen Winkeln 

Pi I Pl'> Pi I; Pi I Pa'. Pi I; Pi I Ps'; pA I; Pl I Ps'? P/ li ' * ' • 

Infolgedessen müssen in dem Systeme der Strahlen 

I Pi> Pi' 1. ! Pij Pi I; I Pi7 Ps' I» I Pn Pa \f I Pi7 Pö' I» ' Pl> Pe' I; • • • 

von je vier aufeinanderfolgenden Elementen das erste und vierte 
durch das zweite und dritte getrennt werden, und es ergiebt sich 
der Index des Punktes p^ in der Form 
a) bei geradem m: 

^(Pl) = p2 f •••? pAt •••> pm— 2, .•.; Pmf •••; Pm — Ij •••, Ps ? ••*> Ps 7 -"f Pl i '*"• 
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b) bei ungeradem m: 

Auf ganz analoge Weise läfst sich der Index eines beliebigen 
Punktes p/ in bezug auf die übrigen Punkte p/ der vorstehenden 
Reihe ableiten. 

Es liegt nämlich p{ innerhalb der Strahlenbereiche 

und auf der Grenze der beiden anderen 

S,_i = pi, ^'-1, p/ und Si = pi, p/, pZ+i, 

dagegen auberhalb der Bereiche 

Infolgedessen bestimmen innerhalb der einzelnen Bereiche 

die im Punkte p/ sich kreuzenden Strahlen ebensoviele Strahlenwinkel 

von denen jeder folgende einen Bestandteil des vorhergehenden dar- 
stellt. Weil aber gemäfs der Definition eines Strahlenbereiches 

Sh = Pu Ph, ph + i 

der demselben im Punkte ph zugehörige Grenzwinkel als ein primärer 
keinen Punkt p einschliefst, müssen die beiden Grenzstrahlen des in 
diesem Bereiche zu pi gehörigen Strahlenwinkels nach den Punkten 
pi und pA4_i führen, d. h. es ergiebt sich der Winkel tOh(pi) in einer 
der beiden Formen: 

^hip/) = p/ 1 pA+i ; Pi I oder 2) w^Qf/) = p/ \ p, , pi+i |. 

Hieraus und aus dem schon erwähnten Umstände, dafs von zwei 
aufeinanderfolgenden Winkeln 

Wh{P/) und wi,^i{pi') 

der erste den zweiten einschliefst, findet man 

1) Wa(W) = Pi I Ph+i7 ^ I und wn^iip/) = p/ \ p^+s, Pi | 
oder 

2) w?A(p/) = p/|p»,p;+i| und w,^i{p{) = p{\pi,pk+il 

(A=l,2, ..., i — 2). 

Also resultiert der Index des Punktes p/ in bezug auf das 
Punktsystem 

Pu Pi» P%y ' ' '} W-i 
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in einer der beiden Darstellungen: 

2) 'J{p{) •= Pl) • • -1 Pl j • • •, pg, • . '} Pa» • • •> P»'— 1? • • •> 
und nach Voraussetzung: 

1) 'J(pi) = Pl , Pi + l; • • •, P/-1, • • ., P/-«, • • •, P%y • . M Pl', • • •, 

2) J{piJ •=** Po • • •; Pl> • • •> P2» • • •) Pa'j • • 'f Pi — l) • • •) P' + i- 

Um die weitere Bildung des Index von p/ festzustellen, be- 
merke man, dafs nach den letzten Deduktionen rOcksichtlich der 
Gruppe 

Pl> P' + l> P'4-8» P/ + ») P/ 

die Indices bestehen: 

J(Pl) = Pi + l? P/+3, Pi+2, P/, 

JiPi-^l) = Pl ) P. + 2 J P/+« » Po 

*'(P. + 8) = Pl> p/4-8» Pi + 1> PA 

J(p/+8) = Pl , p/4-a > P/-f l ; Pi' 

Dieselben involvieren nach einer bekannten Regel (§ 5 pag. 53 u. 54) 
den fünften Index: 

«^(p/) = Pl, P/-fl, P. + 3, p. + 2, Pi-l, p.'-2, ••. 

Der weitere Vergleich der den ersten analog geltenden Indices 

J{Pl) = Pi+iy p/+4» Pt + 8, Piy 

«/(p/4-2) = Pl > P/-f«» P/+4, P/, 

«'(p/4-8) = Pl» p/4-4» p/4-2» P/» 

Ap/4-O = Pl » P/-f8, P/+«, P/ 

liefert entsprechend: 

«''(P/) = P|» P/+8, P.'4-4, p/4-a» P/-l» •• •• 

Wendet man diese Schlufsweise nacheinander auf die Quadrupel an 

piy Pi+U Pt'+a, p/4-8; piy P/4-.2» P«'4-8, P/+4; . . .; P/, Pm-a, P»^-l, pm , 

so erhält man schlieCslich den gesuchten Index: 

J{pi) = Pn pi+l» • • •» Pt4-8; • • •> Pi'4-6» ■ • •; P»+4i . • •, Pt+8, • . • 
• " •> P* — 1» • • •» Pl — 2> • • ■ > Y2 } • • •> Pl » * * • • 
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Speziell ergeben sich die Indices der Elemente des Fundamental- 
tripeis: 

^\Pl) '^^ Pl > • •> P8 > • • •) P6? • ••> P6 > • • •> P4 > • • "7 Pa ) ' • •> 
f^ypm — l) ™^ Pi j yni) • • •? ym — 8} • • •> Pm — Zf • • •> ym — 4; • • •> V2 > • • •> rl » • • 'i 
J\pm) = Pi7 piÄ"— 1; •• •> Pm— 2; • -M Pm— 8j •• •> Pm — At • • •> p3 > * * * > Pl j " * '" 

Bezeichnet man daher das System der Punkte 

Pl\ Pi9 Ps7 • ' ') Pm-^ly pin 

als eine dem Punkte p^ zugeordnete Fundamentalreihe, so kann man 
den Satz aussprechen: 

Theorem 10: In einer zu einem Punkte 

Pi 
gehörigen Fundamentalreihe 

Pl} P%i Pif • ' '7 pM 

ist der Index eines beliebigen in bezug auf alle anderen 
Elemente bis auf den Drehungssinn eindeutig bestimmt. 
Ferner schliefst man aus der Bildungsweise der Indices: 
Teilt man eine Fundamentalreihe in irgend zwei Gruppen 

Pn Pl'; Pi\ "'7 Pi ^^^ P/+1» W+8J ' "y Pm, 

so liegt die zweite innerhalb einer von den Geraden der 
ersten gebildeten Primärfläche. 

Im Vorstehenden ist gezeigt worden, dafs ein beliebiger Punkt 
pi mindestens einem Fundamentaltripel angehört. Da das dabei an- 
gewandte Beweisverfahren nicht nur in* der Bestimmung der Funda- 
mentalgruppe 

Pi » p2 > p3 > Pa) • ' ' 

vier verschiedene Möglichkeiten zuläfst, sondern auch die Wahl des 
Ausgangspunktes p/ völlig freistellt, fragt es sich, ob nicht aus 
dieser Modifizierbarkeit des Verfahrens ebenfalls die schon früher 
bewiesene Existenz von mindestens drei den Punkt p^ enthaltenden 
Fundamentaltripeln geschlossen werden kann. 

Zu dem Ende nehme man die beiden Punkte 

pm-i = Pi" und pm =» pi"' 

zu den Ausgangspunkten zweier Fundamentalgruppen 

Pi > fc ; P8 > P4 ; • • • lind Pi , p2 , P3 » P4 ) • • • 

und bestimme deren noch willkQrliche Elemente 

p/', pj" und pjj'", ps'" 
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gemäfs den Bedingungen: 

Dann schliefsen die durch die beiden Fundamentalreihen definierten 

zwei Strahlenbereiche 

Si" und S/" 

einander vollkommen aus, und folglich sind die in ihnen enthaltenen 

primären Bereiche 

Si^ und 5^ 

notwendig von einander verschieden, d. h. der Punkt pi ist aufser 
dem Fundamentaltripel 

Pu Pm-U Pm, 

wie zu beweisen, mindestens noch zwei anderen gemeinsam. 

Es liegt auf der Hand, dafs bei der unabhängigen Wahl des 

Anfangselementes 

Pi =Pt,+i 
die Fundamentalreihe 

Pl ; p2} ' ' ' } Pm 

möglicherweise nur einen Bestandteil einer anderen darstellt 

ft ft ff ' ' " 

Pl ? Pl ^ ' ' ' > Pa ) Pa + l; • • • > Pa + m 7 

Letztere zu finden, bestimme man eine Punktefolge 

Pa , Pa — 1, Pa — i, - • • 

gemäfs den Bedingungen: 

'^{Pa ) = Pi> Pa+1» • • '7 Pa+8, • • • j P«+«; • • •> 
c^(pa— 1) ^ Pi, pa'f • . ., pa4-2» • • •» Pa+1; • • •> 
<^(pa— 2) = Pi, pa— 1, • . -, Pa'+l> • • • > Pa , • • •, 

Bei der Verteilung je zweier Elementegruppen 

pm, pm— l, . . -7 Pa" lind pA— Ij pA— 2, pA— 8, • • • 

auf resp. das Deckungs- und das Aufsengebiet des Strahlenbereiches 

wie bei der Endlichkeit des Systemes 

f&hrt dieses Verfahren nach höchstens n — m — 1 Wiederholungen 
zu einem Endelemente 

Pi ; 

über welches hinaus eine Fortsetzung des Prozesses unmöglich wird. 
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Im Besonderen kann es yorkommen, dafs unter den verschiedenen 
80 ableitbaren yoUständigen Fandamentalreihen eine das ge- 
samte Punktsystem $„ umfafst. Alsdann nimmt das Theorem (10] 
die Fassung an: 

10a. Ordnen sich die Elemente eines allgemeinen Punkt- 
systemes $» zu einer einzigen Fundamentalreihe, so wird 
durch diese das Indexsystem vollkommen und unzweideutig 
definiert. 

Es gehöre eine solche Reihe zu dem Punkte p^, und zwar sei 
sie dargestellt durch die Folge: 

P27 P9f Pa) • • •; Pn — ly Pn- 

Das hierdurch bestimmte Indexsystem 

'^(Pl) = Ps» P4» P6» P8» "7 P77 Poy PS7 
Jip2) =* Pm P3> P67 PlJ • • •» P8i Pßf P4» 
J{Pi) = P2y Pl> P4» Pßy Ps; • • •» P97 Pl7 P5I 

«^(PJ = P37 P%> Pu P&t P7i P9> • • •> Pio» Psy Pß} 

JiPb) = ?4» P8> P2» Pl» P6» P8» • • -7 Pd» P7> 



ergiebt als primäre Punktgruppen von ^n' 

1) die n Fundamentaltripel: 

Pl- P27 P4; PjT Ps' Pm Ps? P4> Pc?; P4> P5> P?; • • -i P«-»? Pn-U Pl'^ 

Pu p2. Pa; P«-ii P». Pi; 

2) die w — 4 Fünfecke: 

Pn P9f PSJ P6? P4; Pl» Ps> P4« P6» Ps; • • •; Pl» Pn-8, P»-2, P«, pn-l'l 

3) die 5 + Y (w — 5) Vierecke: 

p«, P»-fi|p*, P*+8; 
Aj — i > 1 , * =» 1, 2, . . . , w — 3. 

In der Regel werden erst mehrere, stets aber die zu den Fundamental- 
tripeln eines Punktes gehörigen Fundamentalreihen das ganze Punkt- 
system $. erschöpfen. 

In einem singulären Punktsysteme kann man bei der Bestimmung 
einer dem Punkte p^ zugeordneten Fimdamentalreihe 

Pi > P%i • • • ; P» 



4 
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von den X verschiedeneo Punkten der Geraden 

jeden beliebigen zum Punkte p/4.1 wählen. 

Die ausgezeichnete Stellung der primären Punktetripel legt es 
nahe, in ihnen die notwendigen und hinreichenden Bestimmungs- 
stücke für die Charakterisierung aller Punktetripel zu vermuten und 
unter Angabe ihrer Charakteristiken und Hauptpunkte die vollständige 
Beschreibung des Punktsystemes zu versuchen. Bei der nicht uner- 
heblichen Schwierigkeit der bezüglichen Untersuchungen sollen diese 
zunächst durch ihre Ausführung an den einfachsten Punktsystemen 
vorbereitet werden. 



§ 8. Beschreibung der einfachsten Punktsysteme aus ihren 

Fundamentaltripeln. 

1. Das System $4. 

Es seien die als lineal unabhängig, ihrer sonstigen Lage nach 
aber als unbestimmt vorausgesetzten vier Punkte des Systemes ^4 
bezeichnet durch 

Pi> fc^ Pa» P4- 

Da jeder Punkt p,- mindestens drei Fundamentaltripeln gemein 
ist, bestimmt sich das System letzterer eindeutig durch: 

Es stellt hiernach das System der vier Fundamentaltripel die Ge- 
samtheit der Punktetripel von $4 dar, so dafs zugleich mit ersterem 
das ganze Punktsystem charakterisiert ist. 

Indem man nun die Elemente des ersten Fundamentaltripels ge- 
mäfs einer der beiden Beziehungen festlegt 

^(Piy Pi7 ^3) = + 1» 

sind in jedem Falle für den Punkt ^4 innerhalb der um p^ durch 
die Geraden 

'Pi7 Pi\ und Ipi, P3I 

gebildeten vier Winkel ebensoviele den vier Vorzeichenkombinationen 

cipiy P27 P4) = + 1, KPi, Pa, P4) = + 1 
entsprechende Lagen möglich. 
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Von den vier Winkeln um p^ werden aber durch die Gerade 
I Pa 7 p8 1 g^T^^^ <^6i ii^ j® z^^i Flächen zerlegt^ so dafs nur bei drei 
der vorhandenen vier Kombinationen 

die Charakteristik des vierten Fundamentaltripels 

nach Belieben wählbar bleibt, während sie in dem vierten Falle ein- 
deutig bestimmt ist. 

Zufolge dieser Betrachtungen lassen die beiden Annahmen 

1) c(p„ p,, p,) = + 1 und 2) c(p,, p„ p,) = - 1 
unter den vorhandenen 2 . 8 Vorzeichenkombinationen 

^(Pi 7 Pi y Pz) > ^(Pi » P2> PO ; c(Pi > P3> P^ > KP%y Ps; PJ 

allein die folgenden zwei als geometrisch nicht realisierbar erkennen: 

1) c(Po P2, P») = + l, c(Pi, p2, Pi) 1, 

c(Pi, P3» Pi) = + 1, <P2, Ps, PO— -1, 

2) c(p,,pj,p8) 1, c(pi, pg, pj — + 1, 

c(Pl, P8> PJ^- 1, C(p,, p8, PJ = +1. 

Von den sieben anderen Paaren' entgegengesetzter Vorzeichen- 
systeme fallen resp. drei und vier unter die beiden typischen Formen: 

1) ^(P4, Pu P%) = <Pn P2, Ps) = Ö(P2. Ps, P4) = 0(p^, p4, P,) — + 1 , 

2) C(p4, pi, p,) = C(p„ p2, Ps) « C(p4, p3, Pj = c(Pi, Pa, P3) = + 1, 

und es entsprechen denselben 

1) entweder ein positiv bezw. ein negativ elliptisches Punkte- 
quadrupel 

Pl> PjJ? Ps» P4; 

2) oder ein positiv bezw. ein negativ hyperpolisches Quadrupel 

Pi» P%7 Ps; (Pi)- 

Infolgedessen sind die zu den vier ihren Charakteristiken nach ge- 
gebenen Fundamentaltripeln 

p4>Pi;Pa5 Pnp2;Ps; P2> Ps> P*; Ps; p4> Pi 

gehörigen primären Strahlenbereiche vollkommen und unzweideutig 
bestimmt und zwar durch: 

i)Pilp4, P2; p2lPi,p8; P8!p2,p4; P4IPS, Pi; 

2) P4|P1,P2; Poo;pi,p2,p85 P4|P2,P8; p4 I p8 , Pl • 
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Die übrigen primären Punktgruppen des betreffenden Quadrupels 
sind: 

Da jedes der beiden anscbauungslosen Gharakteristikensysteme 
durch die Annahme einer indifferenten Charakteristik in den Grenz- 
fall einer anschaulichen übergeht, und da in einem allgemeinen 
Punktequadrupel $4 jeder Punkt gegenüber dem Systeme der drei 
anderen in einem durch die drei Verbindungsgeraden letzterer ab- 
gegrenzten Primärdreiseit liegt, erhellt weiter die Realisierbarkeit 
jeder solchen Yorzeichenkombination, bei welcher ein Vorzeichen un- 
bestimmt, d. h. die Charakteristik eines Fundamentaltripels <» an- 
genommen wird. 

Man betrachte ein allgemeines, etwa positiv elliptisches, Qua- 
drupel 

^4 = Pi» P2> Ps; P4- 

Sowohl drei Strahlen der drei Primärbereiche 

^^1 ; P« I 1^8 » P4 » P2 ) P8 I P4/ Pl ; P« I Pl > P2 ; P8 » p4 

als vier Strahlen der vier anderen 

Pi I P2 , P4 - SsCPi), P« ! P8 , Pi = 8,{p^) , 

Ps ' P4, P. = S,(p,), p4 ! Pi , Ps = S,{P,) 

bilden stets ein lineal unabhängiges Geradensystem. 

Ein solches der zweiten Art sei dargestellt durch resp. die 
Geraden 

9i7 ffi7 937 ^4* 

Alsdann teilen dieselben die Ebene in zwei vollständige Systeme von 
Scbeitelflächen, 

1) in eines aus den vier Primärdreiseiten 

i^.(Pi), F,()p,), F^(fi,), F,(p,) 
mit resp. den Punkten 

Pi7 P2f Ps; P4> 

2) in eines aus den drei Primärvierseiten 

F,(p,'), F,(p,'), F,(p,') 

mit resp. den ersten abgeleiteten oder den Diagonal - 
punkten 

(I Pl) P2 '.> |P8» P4 D=Pi'; (I P2; P» I» I P4» Pi ) = Piy (I Pn p8 l> Ip2» p4 D^Ps' 
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des gegebenen Quadrupels 

Die Richtigkeit der ersten Behauptung ist unmittelbar aus der 
Konstruktion^ die der zweiten aber aus den Thatsachen ersichtlich, 

a) dafs jedes Primärvierseit die vier Primärdreiseite; jedes Primär- 
dreiseit die drei Primärvierseite zu Seitenflächen hat, 

b) dafs irgend eine fdnfte von den ersten vier unabhängige Ge- 
rade stets vier Primärflächen, und zwar nach (a) 2 Drei- und 2 Vier- 
seite schneidet; 

c) dafs der Durchschnitt zweier verschiedene Paare von Primar- 
dreiseiten schneidenden Geraden in letzteren zu zwei Primärstrecken 
gehört, welche, durch je ein Seitenpaar der von der betreffenden 
Geraden geteilten Dreiseite abgegrenzt, die beiden Paare gegenüber- 
liegender Seiten eines einfachen Viereckes verbinden, 

d) dafs folglich die drei Paare solcher Geraden sich in den drei 
Primärvierseiten begegnen. Q. e. d. 

Ganz analog ergiebt sich der duale Satz: 

Die drei abgeleiteten oder Diagonalgeraden des Quadrupels 

nämlich die Strahlen 

i9u 9%), (937 9a)\ = 9x7 \{92>9s), (9a7 9i)\ = 9%> t9iy 9z), {9%y 9d\ =9z 
gehören zu resp. den Primärbereichen 

Die hiernach in der gegenseitigen Lage der beiden Quadrupel 

5ß4 und G^ 
mit ihren Diagonalgebilden 

?/ und G^ 
allgemein herrschende Reciprocität ist unabhängig 

a) sowohl von der Lage der Strahlen gi in den vier Primär- 
bereichen S^(pi) , 

b) als von der Wahl der Punkte pi in den vier Primärflächen 

^3 (PO, 

und gilt folglich ebenso f&r die in letzteren stets vorhandenen hyper- 
bolischen Punktequadrupel. 

Beide Fälle werden in gleicher Weise durch die Tafel III ver- 
anschaulicht. 

Wenn zwei Punktequadrnpel 

% = p,,p,,p,, p, und $ß; = p,\ p,\ p,\ p; 
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in den Charakteristiken je zweier entsprechenden Tripel überein- 
stimmen, werden sie als isothetisehe aufgefa&t. 
Da nach § 1 die Tripel 

Pi > P2 7 Ps und p/, p^\ p/ 

unter Wahrung ihres allgemeinen und endlichen Charakters und 
folglich auch der die Punkte 

Pa ^d Pi 

enthaltenden Primärdreiseite stetig in einander überführbar sind, gilt 
das Analoge auch von den vollständigen Quadrupeln 

$, und ^;. 

Elliptische Quadrupel sind vierfach, hyperbolische dreifach isothetisch. 

2. Das Punktsystem $5. 

Es seien die als lineal unabhängig, ihrer sonstigen Lage nach 
aber als unbestimmt vorausgesetzten fünf Punkte des Systemes $5 
bezeichnet durch 

Pl; P2? Ps> P4> Pb- 

Da der Punkt p^ gemeinsames Element von mindestens drei 
Fundamentaltripeln ist 

PlJ Par,, Py,; Pl, Px,, Pm.5 Pl,Px,jpy,] .-., 

da femer unter den sechs Punkten 

K> P9i7 P^9 Ph^ K; Py. 
jeder einzelne der vier Punkte 

PiJ PS7 Pl) P6 

nach § 7 mindestens einmal und höchstens zweimal vorkommt, da end- 
lich eine cyklische Verkettung von vier Fundamentaltripeln der Form 

1^1; Pty Px] Piy Pxy Pyy Pi , Pp f p,] Pi , pM , pt 

eine geometrische Unmöglichkeit ist, so gehört der Punkt zu genau 
drei Fundamentaltripeln in der allein zulässigen Anordnung 

Pl> piy Pk\ Pi, Pkj pl\ Pi, piy Pm- 

Hiernach kommen für die den Punkt pt enthaltenden drei Fun- 
damentaltripel als wesentlich verschieden nur die beiden Annahmen 
in Frage: 

1) Pk, pi, PiJ Pk, P, , pi] pk, pi, pm; 

2) pk, piy Pr, Pk^ Pi, pi] pk, pi, pm. 
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Im ersten Falle wQrden zum Punkte pi die drei Tripel gehören 

Pt} Pl; Pk] pl, pkf Pm] Pl, Pm, Pi , 

eine Forderung, die mit der lineal unabhängigen Lage der f&nf 
Punkte pi unvereinbar ist. 

Es kommt daher nur die zweite angegebene Möglichkeit in Be- 
tracht^ und dieser zufolge werden die 2.3 Fundamentaltripel der 
beiden noch übrigen Punkte 

pi und ptn 
dargestellt durch: 

Piy Pl7 Pk] pi} Pky Pm\ Piy pm , pl] 
Pm, <>i, Pl] Pmj Pl, pi] Pm, pi, Pk» 

Es sind somit durch die betreffs der drei Fundamentaltripel des 
Punktes p^ anfangs getroffene Festsetzung die sämtlichen Fundamental- 
tripel des Punktsystemes ihren Elementen nach eindeutig bestimmt^ 
und es gilt der Satz: 

In einem lineal unabhängigen Punktsysteme 

^6 = Pi; Pif l^S> P47 P5 

existiert stets eine Anordnung 

pi, pk, pl, pm 
der vier Punkte 

^7 Psy P4^7 Ps 
von der Beschaffenheit, dafs die fünf Punktetripel 

P67 Pi> Pii Pl, Pi, Pi] t>2> Ps; Pll P8» pAy Pb'l P47 P5, Pl 

die Fundamentaltripel des Punktsystemes ^5 darstellen. 
Es kann unbeschadet der Allgemeinheit von $5 die Folge 

Ph Pk, pl, pm 
mit der anderen 

Pa> Ps» P47 p6 

als identisch angenommen werden, so dafs die fünf Fundamental- 
tripel gegeben sind durch: 

P6; Pn P«; Pl, P«, Ps; P2, Ps) P4; Ps, P4, Pö? P4; p6> Pi • 

Um festzustellen, wie viele verschiedene Reihen von Vorzeichen 
diese fünf Punktefolgen annehmen können, und in wie weit jede 
einzelne Reihe den Charakter des gesamten Punktsystemes bestimmt, 
beachte man, dafs, wenn irgend eine Reihe ein Punktsystem de- 
finiert, der entgegengesetzten dessen Spiegelbild entspricht. Dem- 
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gemäfs und wegen der Vertauschbarkeit der einzelnen Punkte sind 
betreffs der fraglichen Charakteristiken 

im wesentlichen folgende vier Annahmen zu unterscheiden und 
diese successive auf ihre Realisierbarkeit zu untersuchen, nämlich die 
Kombinationen: 

^i = + l; C8 = + l, Cg = + 1, c^ — +1, <^ = + l, 

2) Ci = +1, C, = +1, C3 = +l, C4 = +l, C5 — — 1, 

3) Ci = + 1 , cg = 4- 1 , C3 = + 1 , c^ = — 1 , C5 -= — 1 , 

4) ^ — + 1; C8 = +l, c»— — 1, C4 = + l, C5 = — 1. 

Zunächst findet man, indem man die den fünf Punkten ange- 
hörigen Fundamentaltripel zu den Verkettungen ordnet 

PiyPiyPbj Pi>Vb}P%J Pi>PiyPiJ 

p2j|J6»Pi; P«;*>i>P»; ViyPsfpA> 

p8>Pi7p«; P8>P2;P4; PiyVlfPtf 

Pl}P%7pz] PlJpSfPb'^ I'4;P6»<>1> 

1^6?P8»*>4; P6>P4;PI; p6)Pl»Ps> 

die Indices der fünf Punkte^ abgesehen von dem jedesmaligen Drehungs- 
sinn, gegeben durch: 

^(Pl) = P4; P6f Pä? fc» «^(^2) = <>6> Pl> <>8» P4f 
J(Pi) = Pl; 1^2, P4; Pö, ^(P4) = P2? Psj P67 Pl> 

J^(P6) = P8^ P4; Pm P2- 

Schreibt man alsdann die Charakteristiken der Fundamental- 
tripel des Punktes p^ gemäfs den oben unterschiedenen vier Fällen 
in den Formen 

2) 3) 4) c{p,, p,, p,) 1, c(^, p,, p,) 1, c(p,, p,, <)8) = + 1, 

80 bestimmen sich die Charakteristiken der übrigen Fundamental- 
tripel von pi nach einer pag. 31 abgeleiteten Regel*) durch: 

^XPuPa^P^) 1, c(Pi,p4/p8)- — 1, ^(Pi;p6>p8)^ 1, 

2)3)4) C(Pi,.p^,P2)=+l, <ft,p4,p8)- + l, C(^,P5,P3) 1. 



*) Die allgemeine pag. 82 angeführte Zeicbenregel, in welcher statt der 
Worte „Yon Zeichenwechseln statt hat^* die anderen zu setzen „negativer Vor- 
zeichen Yorhanden'*, wird folgendernialsen erhalten; 
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Ganz analog bedingen die CharakteriBÜken der zu p^ gehörigen 
Fundamentaltripel; nämlich: 

1)2)3) c(p„P5,Pi) = + l, C(P„^,P3) = -1, C(P„P3,P4) = +1, 

4) c(p„ Ps, pi) = + 1, c{p„ pi, p^) 1, c(p,, p„ p;) 1, 

Wenn entsprechend dem Index 
die Charakteristiken gegeben 

CiPi^Pt^Ps)^ C(PiyPsiP*)^ •••» c(Pi^ Pn-l^Pn) 

und wenn mit Hülfe des schon bekannten Kriteriums successive die weiteren 
gefanden sind 

ciPi^PfyPjf <i{PiyPt*p6)i •••! <^{Pi^PiyPi)i 

SO schliefst man unter der Annahme 

1) c(p,,Pi, p..^i) - c(<),, »).^i, p,^^) c{p, , |)^_i, ^i) - + 1, 

2) c(K, »)., p._^{) - c(»), , p,.^i, ^.^2) = • • : - c(<),, |)^_i, |);fc) 1 

ausgebend von der zuletzt erhaltenen Charakteristik 

C{Pi,Pf.Pi)'^± l 

nach dem nämlichen Princip successive die anderen: 

1) Cj.^i =■ ± 1, €,-4.2 = ± 1| C,._|_3 =- ± 1, C,._|_4 «■ ± 1, . . ., 
2)c.^i — + 1, C._|_, «±1, C,.^8=" + ^ C,._j.4« ± 1, . .., 

(Ci-\-k^<^{Pl^P%^Pi-^h)) 

und erhält also 

1) sowohl bei geradem als wie bei ungeradem, 

2) a) bei geradem, b) bei ungeradem 

k — t 
die gesuchte Charakteristik 

1) c(p,,Pi,Pj,)^±l, 
2) a) c(p, , p., p^) = ± 1, b) c(p, , p., p^) =» + 1, 

wo durchgängig entweder das obere oder das untere Vorzeichen Geltung hat 
Es ergiebt sich hieraus, dafs, je nachdem die Charakteristikenreihe 

^{Piy Pi^ Pi+i)^ ^(Pi » K+i' ^«-f«)» ■ • • » ^(^1' ^*-i' ^*) 

eine gerade oder eine ungerade Anzahl von einander getrennter, an sich un- 
unterbrochener Folgen negativer Vorzeichen mit ungerader Gliederzahl entbälti 
d. h. je nachdem die Gesamtzahl dieser Vorzeichen eine gerade oder eino un- 
gerade ist, der Punktefolge 

Piy Pi* Pk 

das positive oder das negative Vorzeichen zukommt. 
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die anderen: 

1) 2) 3) c(p„ »Jj, pa) 1, c(Pi,p^,p^ 1, c 

*) c{pi,pi,\)a) 1, c(p„pa,p,) = + l, c 

Weiter findet man aus den Charakteristiken 

1) 2) c(p„ p„ p,) = + 1, c(p„ p„ p,) 1 , c 

3) <Ps, Pi, Pj) -= + 1, c(p5, p„ ^)J = - 1 , c 

4) c(p8, p„ p,) — + 1> c(ps, p„ P4) = + 1, c 
die anderen: 

1) 2) c(p„p,,p,) 1, c(p^,pt,p,) 1, c 

3) c{p^,Pl,P*)^-^. C(P8,P1.P6) = + 1, C 

4) «(ps, Pm P4) =■ + 1, c(Ps. Pi, P5) = + 1, c 
Femer ergeben sich aus den Charakteristiken 

1) <'(P4, P«, Ps) = + 1 , <pKy P». Ps) = — 1, C(P 

2) C(p4,p„p,) = +1, C(p4,p3,p5) = — 1, C(p. 

3) C(P4, P2, P») = + 1 , C (P4, Pj, Ps) = + 1 , C(P 

4) C(P4, Pi, Ps) 1 . C(P4, Ps, Ps) 1 , C(p 

die anderen: 

1) «(P4, P«, P6) = - 1 , c(^)j, Pi, pi) = — 1, c(p 

2) C(p4, pj, Vs) 1 , C(p4, Pi, P,) = + 1 , C(p 

3) C(P4, P» , P5) = + 1 , C(P4, Pi, P,) 1 , C(P 

4) c(p4, p„ Pj) == + 1 , c(p^, p„ p,) 1 , <.(p 

Endlich resultieren aus den Charakteristiken 

1) C(P5, Pj, P4) — + 1, C(p6, p„ p,) 1, C 

2) 4) c(Pj, P„ P4) = -h 1, ci:!^^, p4, p,) = + 1, c 
3) c(p5, p„ P4) 1, c{p^, p„ p,) = + 1, c 

die anderen: 

1) c(p5,P8.Pl) = — 1, c(P5,p8,Pi)^ 1, C 

2)4) c(p5,p„p,).= + l, c(Pj, p„ p,) = + 1, C 

3) C(P6, Pj, Pl) 1 , C(P6, Ps, Pi) = - 1 , C 



P». Pl, P4) 
Pi, Pl, P4) 

Ps, P4, Pi) 
p3,p4iPs) 
Ps, P4, Ps) 



-1, 
+ 1. 



+ 1, 
-1, 
+ 1 



Pj. Pi,p5)"= — 1, 
Pl,Pj, P6)= + 1, 
Ps, Pi, p5)-" + l- 



, P5, Pl) = 
>p6,Pl) = 
, P5, Pl) = 
, P5, Pl) - 

. Ps, Pl) = 
,Pj,Pl) = 
'Ps,Pl) = 
, Ps, Pl) = 

Ps, Pl, Ps) 

P6, Pl, Pi) 
P6, Pl, P») 



+ 1, 
-1, 

-1, 
— 1 



-1, 
+ 1, 
-1, 
+ 1. 



+ 1, 
+ 1, 
+ 1 



P5, P4. Pi)=-— 1, 
p6,p4,Pi)='+l, 
P8, P4, Pi) = + l • 



Betrachtet man in jedem der vier unterschiedenen Fälle die für 
die fOnf Punktefolgen 

PuPi, P4; Pj,P», P«; Pi,P3, Ps; Pi, pj, Ps; Ps, p4, Pi 

Eberhard , Geomotrie. 9 
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im einzelnen abgeleiteten Vorzeichen^ so erkennt man^ dafs dieselben 
in dem ersten^ dritten und vierten Falle unabhängig von der Art 
ihrer Bestimmung eindeutig definiert sind, dafs dagegen im zweiten 
Falle das Vorzeichen ein und desselben Tripels 

sich einmal als positiv, ein anderes Mal als negativ ergiebt, dafs somit 
dieser Fall als in seinen Eonsequenzen gegen die Voraussetzung der 
lineal unabhängigen Lage der fünf Punkte p,- verstoßend illusorisch ist 

Die zweite Hauptfrage, ob jede der drei anderen Annahmen 
auch wirklich ein Punktesystem definiert, ist auf Grund einfacher 
topologischer Überlegungen, wie folgt, zu beantworten: 

Der ersten Annahme entsprechen die fünf Ecken eines einfachen 
konvexen Fünfeckes, welche bei positivem Umlaufe desselben in der 
Folge auftreten 

Pl> P27 Pä> P4; P6- 

Vertauscht man hierin die Bezeichnungen 

P6 und p^ 
mit resp. 

und nimmt die fünf Ecken ihrer Lage nach so an, dafs die in dem 
Systeme der Verbindungsgeraden von 

Pi, Ps, Plf P6 

den Punkt p^ enthaltende Primärfläche aus zwei durch die unendlich 
ferne Gerade getrennten Teilen besteht, dann wird die einfache Ver- 
legung des Punktes p^ aus dem einen in den anderen Bestandteil die 
dem dritten Vorzeichensysteme der fünf Fundamentaltripel äquivalente 
Lage ergeben. 

Indem man endlich unter ursprünglicher Annahme eines ein- 
fachen konvexen Fünfeckes mit der positiven* Eckenfolge 

t^i; Pi) P37 Pa> P6 

die Lage der Ecken gemäfs der Bedingung wählt, dafs der Punkt pi 
in das Linere des durch die drei Geraden 

\P%? Ps\> \P», VsK \P57 Pl\ 

bestimmten endlichen Dreiseites fallt, und dann die Punkte 

Pi und p^ 
auf resp. den Geraden 

p5, p,\ und \p,, p,\ 
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sich stetig von deren Schnittpunkt entfernen läfst^ bis sie nach Über- 
schreitung der unendlich fernen Geraden in die Scheitelflache F{p^ 
der Dreiecksfläche A(p3, p^y p^) eintreten, wird man zu einem der 
vierten Yorzeichenkombination entsprechenden Punktsysteme gelangen. 

Die vorstehenden Ausführungen lehren den Satz: 
Durch das Gharakteristikensystem der Fundamental- 
tripel eines allgemeinen Punktsystemes $5 wird dessen 
topologischer Charakter vollkommen bestimmt. 

Gemäfs den die drei unterschiedenen Charakteristikenreihen 

<^(P5> Pif h) ; «(Pi; P27 Pa) 1 ^(P*j Pa; Pa) , ^(Ps» Pa, Ps) 7 ^(p4; p6> Pi) 

veranschaulichenden Punktgruppen bestimmen sich die primären 
Strahlenbereiche der fünf Fundamentaltripel 

P67pupi] P1;P2>P8; PJ>P8;P4; PZ7 P4fp6\ p4^ p6> Pl 

vollkommen und unzweideutig durch: 

1) Pi'p5;Pa; PalPuPs; PsIPj^P*; P4|P3;P65 PßlPi, Pi; 

3) pßlPi, Pij P<»!Pi;p2, p»; p4|p2>p55 p4lPs>Pß; p6lp4>Pi; 

4) PalPß, Pi; P1IP2, Pal P4|p2>p85 p4!p8>p6; P4|P6>P1- 

Die übrigen den drei Quadrupeln zugehörigen Primärgruppen 
sind resp.: 

Pn PulPt» Ps; Pi> PsiPu P4; p3> p4lp2> Ps; 
p4> Pr, ! Ps7 Pi ; p5» Pi P41 p2 ; P« I Pi » p2» Ps» p4» p6 ; 

3) Pi I p2, Pb, Ps ; p3 1 p2> p4> Pi ; Pö i p2; p4) Ps ; 
Pi I p2; p67 Pi ; p2 1 Pi; p6> p4i Ps ; Pi7 Ps I Pö» p4 ; 

4) P* I Pn Pst P67 P8 ; Ps I Pi; p47 p6 ; Ps I P2; P47 Ps ; 
Pi> P2 ! Ps; P4; P6 ; Pi; Ps I P27 p4 ] p2; p6 I Pi; p4 • 

Es teilen die Verbindungsgeraden von vier Punkten allgemeiner 
Lage die Ebene in zwölf dreiseitige Primärflächen. Von fünf Jineal 
unabhängigen Punkten wird deshalb irgend ein Punkt px gegenüber 
den die vier anderen verbindenden Geraden in einer von dreien der- 
selben 

IPO P*l, |P*;P'I; IPO Pml 

begrenzten Fläche liegen Da alsdann der Punkt p^ einerseits nach 
einem früheren Satze mit den drei Punktepaaren 

pi, p*; p*, pij pi, pm 

9* 
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je ein Fundamentaltripel bestimmt und er andererseits nach einem 
eben geführten Beweise zu genau drei Fundamentaltripeln gebort, 
folgt, daf}? gemäfs den fünf Fundamentaltripeln 

ProyPijPi] PnPiyPs'^ p2,p3fPii P3;P4;P5; P4? Pö» Pl 

des vorliegenden Punktsystemes ^5 ein beliebiger Punkt 

Pi 

aufserhalb der Verbindungsgeraden der vier übrigen stetig in die 
drei Seiten 

|))/-2, P/-l|, \pi-lf Pi+l\> \Pi+l} Pi + 2\ 

der ihn einschliefsenden Primärfläche übergehen kann. 

Diese Bemerkung zusammen mit der anderen, dafs die oben 
als geometrisch nicht realisierbar erkannte Yorzeichenkombination (2) 
in eine darstellbare übergeht, wenn man ein Vorzeichen durch das 
entgegengesetzte ersetzt, läfst nicht nur die Gültigkeit des aufge- 
stellten Satzes auch für den Fall eines singulären Punktsystemes $5 
erkennen, sondern zeigt zugleich, dafs mit der Annahme eines ein- 
zigen singulären Fundamentaltripeis die Wahl der Charakteristiken 
der Tier übrigen von jeder Beschränkung frei wird. 

Es bilde das allgemeine System $5 die positive Folge 

Pl> P2; Psf )^4> P5- 

Die gegenseitigen Durchschnitte der zehn Geraden 
seien respektive: 

2)(|P5,P1MP2;P3!) = 1^1> QPnp2l\Pz>pA\)^r^,'",QpAyp6\7'PiyPi)=^S^ 
S) {\puPi\Ap6,Pz\)=\i> (|p2,p3UPi,p4l)-^f2,...,(|p5,Pi:,!p4,lJ2l)=f5- 

Irgend fünf in den Primärbereichen 

PllPß^^^a? PalPnPi» <J3|P2;P4> P4|p37pß» P5|P4;P1 

der ursprünglichen Gruppe $5 fixierte Strahlen 

9i7 9i> 9s ^ 94 y 95 
gehören zu je dreien 

9i y 9k, 9i 
den primären Strahlenbereichen 

Pi\Pky Pl, Pk\ply Pij Pl\pi, Pk 

des Punktetripels 

P.y Pky P^y 
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zu je Tieren 

9if 9kj 9i, 9m 
den analogen Eontinuen 

^IPm,^, 1J*!^, Po P<|P*; Pm, PiiilPo P» 

des Quadrupels an 

PM Pt; Po Pm- 

Infolgedessen befinden sie sich stets in allgemeiner Lage und 
zerschneiden die Ebene 

1) in fünf resp. die Punkte 

Pl; P8; P3» P4> P5 

enthaltende Primärdreiseite 

■FsCPi), -FsCP,), J^sCP»), -FsCPJ, -F8(P5), 

2) in ein die fünf Punkte 

Qi> fl2; flsj Pi; Pr> 

einschliefsendes Primärfünfseit, 

3) in fünf um resp. die Punkte 

sich ausbreitende Primärvierseite. 

Entsprechend verteilen sich die Diagonalen des Geradensystemes 

9i^ 9i, 9z 7 9i} 9h 

auf die Primärbereiche des Punktsystemes $5, nämlich: 

1) die fünf Geraden 

■ 

\{9sy9i), (927 99)1=^17 \(9u9i),(997 9i)\^r^t "'7 \{9a7 95)7 {9iy9%)\=fü 
auf die Eontinuen 

Pi; Pajp5; P3; p2;p3|Pi>p4? •••; p5?Pi!p47p2> 

2) die fünf anderen 

\(967 92)Ä9i7 9s)\^Qx7 'i9i7 9z),{927 94)\=Q27 •••. \(9i7 91)7(9^7 9%)\ = (l5 
auf das PrimärfQnfeck 

P« I Pl ; Pi7 Ps 7 Pl y Pö • 

Endliche innerhalb der fünf Flächen 

F,(P^), F,(p,), F,(p,), I\(p,), i',(p,) 
erfolgende Bewegungen der fünf Punkte 

Pi; P2; P3; P4> P5 
lassen den Charakter des Systemes ^5 ungeändert. 
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Da eine Primärfläche in dem Systeme der zehn Geraden 

nur dann auf einen Punkt zusammenschrumpft, wenn mindestens 
drei ihrer Grenzseiten 

i Pii ; ^i I ? I Pf\ 7 H\> I P/. » P*. 1 7 • • • 

ZU gegenseitigem Durchschnitt gelangen, dieses Vorkommnis aber 
die gleichzeitige Eoincidenz zweier durch ein und denselben Punkt p 
gehenden Geraden bedingt, folglich das Ausscheiden einer Primär- 
fläche an die Inversion eines Fundamentaltripeis gebunden ist, so bleibt 
mit dem Charakter der Punktegruppe $5 auch derjenige ihres Ge- 
radensystemes invariant. 

Isothetische Punktegruppen 

können allemal unter Erhaltung des beiderseitigen Cha- 
rakters durch endliche und stetige Bewegungen ihrer 
Elemente entsprechend zur Deckung gebracht werden; 

Man hat hierzu während des nach pag. 125 immer moglicbeu 
analogen Überganges der gleichfalls isothetischen Gruppen 

^, und ^; 

die Punkte 

p5 «nd p; 

nur innerhalb der sie enthaltenden Primärflächen im Endlichen mit 
fortzubewegen und man wird zu einem Systeme gelangen 

Po p2; Ps; Pa; 

in dessen entsprechender Primärfläche F^(p^, )f^') die Punkte 

Ps «iid P5' 
durch eine endliche Strecke verbunden sind. 
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In einem Systeme aus sechs lineal unabhängigen, ihrer sonstigen 
Lage nach aber unbestimmten Punkten 

Pi7 Pa; P«; p4> p6> Pc 

bieten sich rücksichtlich des Zusammenhanges der Fundamentaltripel 
unter einander zufolge der bekannten in § 7 entwickelten allgemeinen 
Beziehungen von vorneherein folgende Möglichkeiten: 
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Es ist verkettet 
I. jeder Punkt mit der Gruppe der übrigen durch genau drei 
Fundamentaltripel und zwar 

1. entweder ein jeder mit nur vier der fünf anderen, 

2. oder mindestens ein Punkt mit allen fünf anderen; 

IL mindestens ein Punkt mit den fünf anderen durch vier 
Fundamentaltripel^ kein zweiter mit den übrigen durch mehr als 
vier Fundamentaltripel; 

III. mindestens ein Punkt mit den fünf anderen durch fünf 
Fundamentaltripel. 

I|. Es sei der Punkt ^^ mit den vier anderen 

P2> Psf P47 P6 

verkettet durch die vier Fundamentaltripel 

Pl7 Piy Pi'l Pl} P9> Pa] ^; P47 Pb7 

SO resultieren als die den Punkt p^ enthaltenden Fundamentaltripel 
gemäfs der Voraussetzung einzig und allein die drei Tripel: 

p6f P&} P2? Pe; Pi7 fc; Pßf P57 Pa; 

und daraus als die Fundamentaltripel der vier anderen Punkte resp. 
die Tripel: 

P2; Pi; Pa; p2y Ps^ Pe] p2J p6> ?ß7 
P97 P4.y Pi; P99 Pi; P2; Ps; Pif p6f 
Pa7 Piy Pi] P4y Pi; Ps'y p4> p5j Pö; 

P67 Pl> Pa\ P57 P4; Pß] Pb7 P6> Pi' 

Ig. Es seien die drei Fundamentaltripel des Punktes p^ dar- 
gestellt durch 

Plf <>2» PSJ Pl7 Ps; Pa] Pl7 P57 P67 

so bieten sich für das dritte Fundamentaltripel des Punktes p>^ von 
vorneherein als wesentlich verschieden nur die beiden Annahmen: 

a) Ps? P2; Pö; *>) p3, p5, pQ. 

Bei der Wahl (a) ist das dritte Fundamentaltripel des Punktes 
))2 notwendig mit einem der drei Fundamentaltripel identisch: 

«) Pi7 P5; P61 ß) P2? P4; P6; y) P27 P67 Pa' 

Da in den Fällen («) und (ß) die vier Punkte 

Pl7 P'A7 P37 P6 
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scbon zu je drei FundameDtal tripein gehören, die Punkte 

Pi und pQ 

aber resp, zu nur einem bezw. zu zweien, so müfste jedes weitere 
beide enthaltende Fundamentaltripel ein einem der ersten vier Punkte 
zukommendes Fundamentaltripel darstellen, was der Voraussetzung 
widerspricht. 

Im Falle (y) dagegen gehören die drei Punkte 

Pl> Pi} Ps 

zu je drei, die drei anderen 

Piy P6 7 P6 

aber zu je zwei Fundamentaltripeln. Es wird daher das Tripel 
Pi} p6} ^6 selbst als neues und letztes Fundamentaltripel resultieren. 
Man erkennt, dafs in diesem Falle (Iga^) die vier Punkte 

Pl,. Pi9 Pa, P6 

mit allen fünf anderen, die Punkte 

Ps und P6 

aber mit nur je vier anderen durch genau drei Fundamentaltripel 
verknüpft sind, und zwar geniäfs dem folgenden Schema: 



Pi> Ps; Pi 

PiJ Pl; P3 

P8? P&7 Pa 

P4; Pa; P6 
P6> Pi; P6 
P6> Plf P5 



Pl) P87 P4; Pl7 P6> Pß} 

P2; P3> Ps; P2> P4; P6» 

P3> Pa».Pi; P»; Pi; P4» 

P4> P67 Ps; P4; Pi; Pa; 

P5> P6> P4; P6> Pa7 Ps; 

Pg7 P57 P4; P6; P4i Pa- 

Bei der Wahl (b) beschränkt die Voraussetzung infolge der Zu- 
gehörigkeit der Punkte p^ und p^ zu je drei, der Punkte p^ und p^ 
zu je zwei und der Punkte p^ und p^ zu je einem Fundamentaltripel 
die Annahme der dritten Fundamentaltripel von 

auf die beiden Tripel 

Pa» P4; P6 und p,, p^, Pß. 

In der so resultierenden Verkettung ist jeder Punkt mit allen 
fünf anderen durch drei Fundamentaltripel verbunden, und zwar 
nach dem Schema: 
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Pm P2; P9\ Vi? P8; P^\ Pi j P5> p6? 
P2^ P67 P*; P«; P4> P6; P2; Po Ps; 

Psi P2> PlJ Ps» Pl> P*; Ps» P6; P6» 

P4» P5; P2; P4i P«; Pö'j P47 Pi> P87 
Ps; Ps» Pe; P5» P6» Pi; P6; Pa; Pi» 
Pe; Pi; Pöj Pe ; Ps» Ps» Pe» P2» Pi- 
ll. Es sei der Punkt p| mit den fünf anderen durch die vier 
Fundamentaltripel verkettet 

Pl» P2; Ps; Pl» Ps» P4; Pl» 4» Ps", Pl; Ps» p6 » 

so kann der Punkt ^3 (bezw. der ihm topologisch äquivalente 
Punkt P5) 

1) entweder gleichfalls vier Fundamentaltripeln gemein sein, 

2) oder zu genau drei solchen gehören. 
Da die beiden Punktetripel 

Ps» P4» P2 und p3, p^, p5 

nach Früherem als Fundamentaltripel ausgeschlossen; sind die übrigen 
Fundamentaltripel von p^ jedenfalls unter den vier Tripeln zu suchen : 

PS»P2»P5; PS»P2»P6; P3»P4»P6'7 Ps>p5»p6- 

Zufolge der Annahme (IIj) hat man deshalb für die zwei unbe- 
kannten Fundamentaltripel p^, p^, py zunächst die Auswahl zwischen 
den Paaren: 

a) Ps»p2»p6 5 P3»P4»P6 5 b) Ps, Pa»p5; Ps» p4» Pei 

C) PS»P2»P5; P8»P5;P6; d)Pd»p2»p6'j Ps» Ps» Pö i 

^) Ps» P4> Pe; Ps» Ps; \>6' 

Die erste dieser fünf Annahmen ist unzulässig, da die Existenz 
der cyklischen Verkettung 

Ps» P2» Pi5 Ps» Pi; P4; Ps» P4» Pe; Ps» Pe; P2 

mit der lineal unabhängigen Lage der sechs Punkte pi nach § 7 un- 
vereinbar ist. 

Im Falle (b) gehören die Punkte p^ und pj zu je vier, die 
Punkte p^ und p^ zu je drei und die Punkte |)2 und p^ zu je zwei 
Fundamentaltripeln. Deshalb und weil kein Punkt in mehr als vier 
und in mindestens drei Fundamentaltripeln auftreten soll, bleiben 
zur Vervollständigung des Systemes der Fundamentaltripel allein die 
beiden Tripel: 

P2» P4; P6 und p2, p5, pQ, 
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Alsdann ist jeder Punkt mit den fünf anderen durch vier Fun- 
damentaltripel verknüpft und zwar nach dem Schema: 



Pl> P6> P6> 

pAf Pi; ^^SJ 
Psy Vi; Pif 
Pßy P5; Pi • 



PsyPbyPi] p8?p2>Pi; Ps; Pu l^i 
P41P2, 1>6; P4>P6>P3; P4> P3> Pl 

P5>P3;P2; P6;P2;P6; p5> p6» Pl 
P6» P8» Pi) P6» Pn P2; Pü) P2> Pö 

Gemäfs der Annahme (c) gehören die drei Punkte 

Pij Ps; P6 

ZU je yier^ die drei anderen 

P2» P4; P6 

ZU je zwei Fundamentaltripeln. Es folgt als einziges das System 
ergänzendes Fundamentaltripel das Tripel 

P2> P4; P.5- 

Jeder Punkt ist mit allen fünf anderen verkettet^ und zwar ein 
unpaarer Punkt durch yier^ ein paarer durch drei Fundamentaltripel. 
Das System derselben wird dargestellt durch das Schema: 

Pi;p2>p8; Pu P8> P45 Pi;p4;p6; Pl; p67 P6 ; 
P8; P4; Pi 5 Ps; Pu p2 5 Psy P2; p6 5 Pd; Pbt Pe y 
P57p2»p8; p5»p3;Pti; p5>p6;Pi; p6;PlJp4> 

P2> Pl) Ps; P27 P8> P5; P27 P4; P6> 

P4» Ps7 Pi; P4; Po Pö» P4j P2> Pe; 
P6> Ps; PöJ Pe; Pö; Pi; Pe; p2 ; p4 • 

Im Falle (d) gehören die Punkte p^ uqjä p^ zu je vier, die 
Punkte p5 und p^ zu je drei und die Punkte p^ und p^ zu je zwei 
Fundamentaltripeln. Das System dieser kann daher, wenn Ober- 
haupt, nur ergänzt werden durch die beiden Tripel: 

P2; P4; P5 »ittd Pi, p^, pQ. 

Man findet jeden Punkt mit allen fünf anderen durch vier 
Fundamentaltripel und zwar auf eine der unter (b) beschriebenen 
ganz analoge Weise verkettet 

Bei der Annahme (e) endlich gehören die Punkte p^ und p^ zu 
je vier, die Punkte p^, p^, p^ zu je drei, der Punkt p^ zu einem 
einzigen Fundamentaltripel. Da in zwei weiteren den Punkt pg ent- 
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haltenden Fundamentaltripeln entweder einer der beiden Punkte pj 
und p3 mindestens einmal oder einer der drei Punkte p^, p^, p^ 
mindestens zweimal vorkommen mufs, verstöfst dieser Fall gegen die 
Voraussetzung. 

IIj. Es wird jetzt angenommen, dafs der Punkt p^ und folg- 
lich auch der ihm gleichwertige Punkt p^ nur zu je drei Fundamental- 
tripeln gehören. 

Dafs beide Punkte ein und demselben dritten Fundamentaltripel 
gemein sind, ist ausgeschlossen. Denn da ein solches notwendig 
entweder mit dem Tripel p^, p^, p^ oder mit dem anderen p^, p^^ p^ 
identisch wäre, müfsten in dem einen Falle zu p^, in dem anderen 
zu p^ noch mindestens zwei Fundamentaltripel gehören, eine Forde- 
rung, deren Erfüllbarkeit die Zugehörigkeit des Punktes p^ zu fQnf 
Fundamentaltripeln bedingen würde. 

Es kommen demnach für die Wahl der beiden dritten Funda- 
mentaltripel der Punkte 

^3 und p5 

nur die beiden Paare in Frage: 

a) Psj 1^2; Pe »nd p5, pg, pe, b) p^, p^, p^ und pg, p^, p^ . 

Je nach derselben bieten sich als allein mögliche Ergänzungen 
des Systemes der Fundamentaltripel die beiden Tripel: 

a) ^2» P4; Pßf l>) Pif P4» ?6- 

Beide Fälle sind illusorisch; der erste infolge der Zugehörigkeit 
der Punkte pg und pg zu denselben drei, der zweite wegen der- 
jenigen des Punktes p^ zu fünf Fundamentaltripeln. 

III. Es sei der Punkt p^ mit den fünf anderen Punkten durch 
die fünf Fundamentaltripel verknüpft 

l)Pi>p2;p3; Pi>p3?p4; PuPifP'o] PnPöJPe; Pi)p6;p2- 

Da aus leicht begreiflichen Gründen die fünf Punktetripel 

PsfPefPi] V67P27P3; p2fPz,p4] PsfpAjPbj pAfp67ps 

von dem Systeme der Fundamentaltripel ausgeschlossen sind, hat 
man letztere allein aus den fünf anderen auszuwählen: 

2) Pi> Pi, Pö*, Pb, P6S Pej P47 P6; P2] P&> P2> Ps] P67 p3 > p4 • 

A priori bieten sich vier Möglichkeiten, das System (1) zu ver- 
vollständigen, indem man nämlich demselben entweder zwei oder 
drei oder vier oder alle fünf Tripel der Gruppe (2) adjungiert. 
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Den ersten Fall zu verfolgen, wähle man die Tripel 

V2? P3> P5 u»d pg, p6, p^. 

Alsdann ordnen sich die Fundamentaltripel der sechs Gentren zu 
dem Schema: 

Pu P2; Ps ; Plf P97 Pai Pi> pAf 1^5 • Pl. P6} Pe ? Po P6> P« ; 

P2> P5> Ps ; P2» P3» Pi 5 P2> Pi7 Pti ; fc> Pe; P4) 

Ps7 Pb) p2 ; Ps; p2> Pi ; fc; Pi7 Pa ; 
p4> p3i Pi ; p4; Pi ; Pb 5 p4> p2> p6 ; 

p5»p4;Pi; Pö^PnPe; Pö; P2; PjJ 

P67P4»PS5 p67p2>Pi; P6;PUP6- 

Nach demselben resultieren die Indices der sechs Punkte p,- ab- 
gesehen von dem jedesmaligen Drehungssinn in den Formen: 

^(Pi) = P2; Ps; P4; P5> P65 Jip2) = Pb> P»; Pi J Pßy Pii 
J{Ps) = Pb7 P2; Pn P4; P65 JiPi) = Ps; Pl; p5; (p2; Pe); 

J^iPb) = Pi7 Pi; P65 (P2; Pa); ^(Pc) = p4> p2> Pi; Pb? P»; 

wo in den beiden Indices 

J{p,) und J(p,) 
durch die Symbole 

(P2;P6) und (P2, Ps) 
die Vertauschbarkeit von resp. 

p2 niit p0 und p^ mit ^3 

ausgedrückt werden soll. 

Nach Theorem (6b) bedingen aber die Indices 

J(Pid =*= Pö; P2> Pi> P4> p6 un^ J'iPe) = Pa? P2; Pi; p5> Ps 
die beiden anderen 

«'^(PJ = P3> P67 • • • und «^(Pö) = P3l P67 • • M 

so dafs diese sich in der Form ergeben: 

J(Pa) = Ps; Pi> Pö; P2; P6 ^^^ J^iPb) = P4; Pi; Pe; p3; P2 • 
Aus dem jetzt vorliegenden Indexsysteme 

^(Pl); JiPi), ^(Pa), ^(P4); J{Pb)? J(Pß) 

sind unmittelbar die drei weiteren Tripel 

Ps;p6;p4; p8;Pe. P5; p4, P2» Pö 

gleichfalls als Fundamentaltripel abzulesen. Also besteht der Satz* 
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Wenn in einem allgemeinen Punktsysteme $^ ein 
Pankt mit den fünf übrigen durch fünf Fuudamentaltripel 
verkettet ist, so gilt das Gleiche auch von jedem anderen 
Pankte, und alle sechs Punkte sind miteinander durch zehn 
Fundamentaltripel verknüpft. 

Die Ergebnisse der bisherigen Untersuchung lassen sich folgender- 
mafsen zusammenfassen: 

Wenn in der Ebene irgend sechs lineal unabhängige Punkte ge- 
geben vorliegen, so können die Bezeichnungen 

Pl> Pif P97 P4; P5J P6 

stets in der Weise auf sie verteilt v\r erden, dafs das System der 
durch die sechs Punkte bestimmten Fundamentaltripel in einer der 
nachstehenden sechs Formen erscheint: 

I'- Pai Pzf Pi 

P4» P&f P6 



II'- Pif P2, Pz 
Pi; 1^6» Pz 

iir. pups, pa 



P5> Pe; Pi 

Plf Pz7 Pa 
P%^ P4» 1^6 

Pu Pzf Pa 



Pbf P6; Pi 

IV'. Pu p2f PsJ Pi,p8; P4 
Pzfp6fPi'^ p6fPiyPo 

V. pi, Pa, Ps; Pl, P37 P4 

Ps» P&y Pi 

VI'. Pi, p2, Ps] Pn Pz7 Pa 

Pi> P57 Pa; P6) P37 P6 



Pn Piy P6 

pGf Piy Pz 

Piy Pby P6 

Pro> P4} P6 

P8> pAy P6 
P5. Pe; P3 

Pi; P4J P5 
P27 Pey Pi 

Pl7 P4) Pft 

Ps; P5; P6 
Pi; P4> P6 



(Ii) 

P27 P4> Pci 
(Üb) 

Pi> p67 Pc; 

P67p47p3; (I'lb) 

Pi7 p5» Pg; 

P2;P67P4; (IIlc) 

Pi> p67 Pe; Pi» Pc; P»; 

Pc; P47 P»; P47 P27 Pr.' (HI) 



PS7 P67 P4 

Die Einteilung der Tripel jeder einzelnen Gruppe in die Funda- 
mentaltripel der sechs Elemente 

Pl7 P27 P87 P47 P57 p6 

und ihre demgemäfse Anordnung zu ebenso vielen Reihen, wie sie 
vorher v^iederholt angegeben worden, fährt den sechs verschiedenen 
Fällen entsprechend unmittelbar zu den folgenden Indexsystemen: 

r. J(pi) = pj, p3, p4, p5, pe, J(pi) = pi, p8, pe, p5, p4, 

^(Ps) r- P4> Pl7 P27 P67 P6 7 «^(P4) = p57 p67 p27 p37 Pl 7 
J(Pd = P67 P27 P3t Pi; P4 7 ^(Pe) = Pl7 p37 P%1 PoJ p4 5 
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ir. J(pJ = p„ ^3, P4, (P5, Pe), ^(P.) = )>1, P3, P5, (P4, Pe), 
J^CPa) = P4.7 P67 P5> Pa; Pi > «^(PJ = p5» Pc; P«j (Pi; Ps); 
«''(Pö) = Pn Pe; Pa7 (Päi Ps); «^(Pe) = Pi> p6» Pi; P«» Psi 

Iir. J(pi) = p2, P8 7 P4; (Ps» Pe); «''(Pa) = Pb> P4> P6> (Pi; Ps)> 

«''(PsJ = Pa; Pi; p4; (p5, Pc)? «'^fp4) = Ps; P27 Pey (Pi; Pa). j 

J(Pß) = Ps, Pc, Pi, (P2, P4); J(Pe) = Pi, Pß, P», (P2, P4); 

IV'. JQfi) = Pi, pj, p4, pß, pe; J'CPa) = Psj P6> P67 P4, Pi 7 

«^(P») — P4» Pc; P6» Pa; Pl ; J^(p4) = Pßj p2; p6J Ps7 Pi y 
«^(Pö) = Pe; Pi; P4; Ps7 Pa> J'CPe) = Pi» Ps? p4; Pa; Ps; 

V. J(p,) = p2, p8, p4, Ps, pe, J(p2) = Pl, Ps» P57 (P4, Pc)» 
«^(Ps) = P4, Pl, Pa, P6, P6, ^(P4) = P5, Pl, Ps, (Pa, Pe); 
JO?b) = P6, Pl, P4, Pa; Ps7 ^(Pe) = Pn Pö; Ps; (Pa, P4); 

Vr. /(Pl) = p2, p8, P4, Pß, P6, «^(Pa) = Ps, Pl, Pe, P4; Ps; 
«^(Ps) = P4, P6, Pß; Pa; Pi ; J'(p4) = p5, Pa; Pe; Ps; Pi ; 
«^(Pß) = Pe, Ps; Pa; p4; Pi ; ^iPe) = Pi; Pa, p4, Ps; Pß • 

Nach diesem Schema sind in den Fällen I', IV' und VI' alle 
sechs Indices bis auf den Drehungssinn eindeutig bestimmt^ wo- 
gegen in den Fällen V, II' und III' resp. drei, vier und alle sechs 
Indices als doppeldeutig auftreten. Indessen zeigt eine nähere Dis- 
kussion der letzten drei Systeme^ dafs ihre Mehrdeutigkeit nur schein- 
bar vorhanden^ indem von den jedesmal zur Auswahl stehenden 2^ 
(^l =s Sy 4, 6) Annahmen in den beiden ersten Fällen nur je eine, 
in dem letzten Falle keine einzige den für das Indexsystem eines 
Punktesystemes charakteristischen Bedingungen entspricht. 

Es werde an erster Stelle das System betrachtet: 

V. JiPt) - Pa; p3, P4, Pß; Pe? «^(Pa) = Pi, Ps; Pß; (p4; Pe); | 

«^(Ps) = P4; Pl, Pa» Pß; Pe; ^(Pi) = Ps; Pi, Pß, (Pa, Pe); ' 

^(Pß) = Pe; Pi; p4, Pa; Ps; «^(Pe) = Ps» Pß; Pi, (Pa; p4)- 

Die Wählbarkeit einer der acht Kombinationen 

J^(Pa); •^(P4); •^(Pe) 

hängt von ihrer Eigenschaft ab, den ursprünglichen Bestand an 
Fundamental tripein nicht zu y ermehren. — Es bedingt aber die Ko- 
existenz sowohl der Indices 

1) «^(Pi) = Pa; P«; Pi; Pß; Pe ^^ «^(Pi) = Pi; Ps» Pß; p4» Pe 
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als der anderen 

^) J0?i)^VA,PifPi>PsfV6 und JO?i) ^ Pi^ Pn P6, p^, pc 
je ein neues Fundamental tripel: ^ 

1) Pi; P27 Pe; 2) p3, p^, pe, 
d. h. es bestimmen sich: 

*f(Pt) = Pi; P8> Psf P69 P4 «öd ^(pj = ps, pi, p5, pe, P«. 
Da ferner die Indices 

J^(Pl) = p2, P37P0P6,P6 «nd J(pe) = p3;p5, Pl,Pi, P4 

das Fnndamentaltripel inyolvieren 

Pl7 Pi} P6 7 

ergiebt sich der Index 

«'(p6) = Ps; Ps; Pif Pif Pi- 

Die Fnndamentaltripel des Systemes (V) definieren somit eindeutig 
das Indexsystem: 

J(Pi) = Pi7 Ps; P4; Pßi Pe; •''(Ps) = Pa; p5, p6> p4> Pi^ 

J^CPs) = P4> Pu Pi} P6> P6 > J^(PJ = Pö; Pe; p2> Pa» Pi , 

«^(Pö) =* P6; Pu 1^4» P2» Ps; JiPe) = Pi7 P4> Ps^ P3> Pö; 

ohne ein weiteres Fundamentaltripel zu bedingen. 
In dem Falle des Systemes 

ir. J(p^) = p^y Pe, p5, pji, pi , /(pe) = pi, p5, p4, p2, p3 , 

«^(Pi) = P2> P$; P4, (Pö; Pe) ; «^(Pa) = Pi> Ps» Pö; (p4; Pß) ; 
e^(P4) «- Pö; Pe; Pi; (Pi; Ps); «^(Pö) = Pi; Pe; Pi; (fi^.> Ps) 

wähle man zunächst 

^(Pi) = p2; Ps; P4; Pö ; Pe • 

Aus diesem und dem Index 

«^(Pe) = Pi; Ps; p2; p4; Pö 

folgt dann nach Theorem (6b) der dritte: 

«^(p2)*='Pi; Ps; Pe; •••; 
während er thatsächlich die Form hat 

^(p2) = Pi; Ps; PöJ •••• 
Es bleibt somit nur die Annahme 

«^(PO-'-Pi; Ps) P4; Pe» Pö • 
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Zufolge derselben und des Index 

bestimmt sich wiederum nach (6 b): 

J^(P4)-=I>1> P5> »^e» P2, P3- 

Aus diesem Index und dem anderen 

ergiebt sich aber nach dem gleichen Schlüsse: 

«''(P2) = P4? Pl> P97 P&7 P6' 

Kombiniert man letzteren mit dem Index 

so resultiert endlich: 

J'ip6) = p2 7 P47 Pg7 Pi; Pa- 
Das Indexsystem U' reduziert sich also auf das eindeutige Schema: 

ir. J(pi) = p2, p3, }}^, pe, p5, J(p2) = p4, pi, p3, |)5, pe , 

«^(Ps) = P4) Po P6> P2» Pl ; JO?a) = Pi; P57 Po P2; Ps > 
JiPb) = P2> P4> P6» Pi; Ps) APg) = Pi; P5> P4» Pa» Ps; 

und dieses definiert, wie erforderlich, genau das ursprungliche System 
von Fundamentaltripeln. 

In Bezug auf den letzten noch fraglichen Fall des Systemes 

III'. J(Pi) = P„ ^3, P„ (Ps, P,), er(p,) = P,, ^, p„ (P„ Pc), 

J{Pi) = P5; P4, Pc; (Pi; Ps) , ^(p4) = Pö» p2, Po (Pn Ps). 
^^(Pö) = Pu Po; P3; (P2, P4), J^(P6) ^ Pl, P6, Po (P2, P4) 

bestimmen sich unter der Annahme 

1) J^(Pl) = p2, P37 P4. P5; Pg 

die beiden Indices: 

JiPi) = P5, P4, Pe; P3; Pl und J(<)e) = p,, ^35, Pj, p„ ^4. 

In denselben trennen aber entgegen der durch das Theorem (6b) 
ausgesprochenen Eigenschaft eines Indexsystemes die Elementepaare 

1) p,, p, und 2) Pl, P2 

die drei übrigen Elemente 

Ps; P4; P6 

in die verschiedenen Gruppen 

1) p3 und p4, p5, 2) p^ und ^3, p^. 

Die getroffene Wahl ist daher illusorisch. 
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Analog findet man rücksichtlich der durch die zweite zulässige 
Voraussetzung 

J(Pl) = Pi7 Pz, P4? P6> P6 

bedingten Indices 

J{9%) = Psf P4f Pc7 Pu P9 ™d J(p6) = p3, pQ, pi, p4, p2 > 
dafs resp. die Elementepaare 

1) Pi, p, und 2) ^, p, 

gleichfalls entgegen dem Theoreme (6b) die Gruppen trennen: 

1) Pa und p^, p^, 2) p^ und |)s, p^. 

In dem Schema III' ist mithin^ wie behauptet, auch nicht ein ein- 
ziges Indexsystem enthalten. 

Von den ursprünglich als eindeutig bestimmten drei ludex- 
systemen V, IV' und VI' steht noch das System 

IV'. J(p^) = pj, pj, p^, ps, pe, /(pg) = pi, p8, p5, pe, Pij 

APs) = P6; P2; Pi> P4^ P6» J^CPJ — P6; Pn 1^8; l^e; ^^2 y 
^(Pb) = P4> Pi; Pfi, Pij P»; «''(Pe) = Pi> p67 p2> p4> Ps 

mit den Forderungen des Theoremes (6) im Widerspruch. — Denn 
obwohl der Index 

die Nachbarelemente aufweist 

p8 und pQ , 
trennen in deren Indices 

«^(Pa) = Pi; P4» Pe; p6; p3 «»^ «^(Pe) = Pi; Ps; Pa; p4; Ps 

resp. die Paare 

Po Pe ^^^ Pu P2 
die verschiedenen Gruppen 

1) p4 und p8, p5, 2) p5 und p^, p^. 

Die bisherigen Untersuchungen zeigen, daXs die aus sechs Ele- 
menten pi gebildeten Kombinationen von Tripeln 

r, ir, v, vr 

die typischen Formen aller Systeme von Fundamentaltripeln um- 
fassen, welche sechs in der Ebene veränderliche Punkte bei lineal 
unabhängiger Lage erzeugen können, sowie dafs eine jede dieser 
Kombinationen die Indices der sechs Elemente pi bis auf den Drehungs- 
sinn eindeutig definiert. Es bleibt deshalb mit Rücksicht auf die 
ursprüngliche Frage, inwieweit das als vollständig beschrieben vor- 
ausgesetzte System der Fundamentaltripel einer Punktgruppe ^^ 

Eberhard, Geometrie. 10 
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deren Charakter fixiert^ noch zu entscheiden, ob die weitere Angabe 
der Charakteristiken der Tripel einer Kombination notwendig und 
auch hinreichend ist^ die Zweideutigkeit der sechs Indices rücksicht- 
lich ihres Drehungssinnes zu beseitigen. 

Die Entscheidung der Frage beruht in dem doppelten Nachweise: 

1) dafs in jedem der zu diskutierenden vier Systeme von Fun- 
damentaltripeln aus der Kenntnis des Hauptpunktes eines dieser der 
Drehungssinn eines jeden Index gefolgert werden kann, 

2) dafs das System der Hauptpunkte durch die gemachten Vor- 
aussetzungen im allgemeinen nicht eindeutig definiert ist. 

Behufs des ersten Nachweises bemerke man zunächst, dafs zwischen 
den Fundamentaltripeln eines der fraglichen vier Systeme stets eine 
Verkettung der Form existiert: 

1) Pif Ph Pl] Piy Pk, Pmj Pn Pxj pr] pX, P^, Pt, 

wenn die Elemente des Systemes bezeichnet sind durch 

Pif pk, Ph Pmf pr, pt, 

und die 2.2 Elemente 

pt, px und pXf pfi 

resp. den Gruppen angehören 

Pi} pk, Ply Pm und pi, pk, pl, pm, pr • 

Es folgt dies nämlich daraus, dafs von drei Fundamentaltripeln 
eines Punktes pi mindestens zwei, 

pi, pk, pl und pi, pt, pfn, 
noch ein zweites Element pk gemein haben. Weil dann aber die 
vier Punkte 

pi, pk, pl, pm 

ein drittes Fundamentaltripel nicht bestimmen und die beiden übrigen 

Elemente ^ , ^ 

pr und pt 

höchstens zwei Fundamentaltripeln gemein sein können, muls ein 
fünftes Fundamentaltripel den Punkt pr und zwei Punkte pf, pk und 
folglich jedes Fundamentaltripel von pt zwei Punkte pi, p^ ent- 
halten. Q. e. d. 

Stellt jetzt pi den Hauptpunkt des Fundamentaltripels 

pi, pk, pl 

dar, so werden dadurch und durch die Charakteristik des letzteren 

die drei Indices -^, ^ t, \ x/ n 

J{Pi), JiPk), J(pi) 

ihrem Drehungssinne nach bestimmt, und zwar: 
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a) bei positiver Folge )),■, pkf pi durch: 

'J(9i) — Po Piy "'] '^(P*) = Vi} Vi} • • • ; '^(PO = Vi} Vk> . • • ; 

b) bei negativer Folge pi, pk, p< durch: 

'JiVd — Vi} Vh • • • ; 'J(Vk) = Vi} Vh • • • j 'JiVd = Vk}Vi} ' ' 
Weil aber durch die Indices 

1) V(p.) = Vx} Vk} • • • ; 'J(Vt) — V»} Vi} • • • 1 
2)- V(p,) = px, pjfc, . . .; V(pt)= Po p,, . . .; 

3) 'J(pi) = pA, paj, . . • 5 '«^(P*) = px, pi , . . . ; 

4) '«/"(p.) — pk, Vx, . . .; '/(pi) — Vif Vx, . • • 
zweier Elemente p,-, pjb eines Fundamentaltripels 

Pm P*; P« 
and durch dessen Charakteristik 

a) KPo P*> P«) — + 1 , b) c(po p*, p,) = — 1 
auch stets der Index des dritten Elementes p;; fixiert ist, nämlich: 

ai,4) b8,3) V(p,) -= p,- , p*, ..., 
aj,») bi,4) 'J{Vx) = Vk} Vi} • • •; 

ergiebt sich in der obigen Verkettung aus den Indices 'e7'(p,) und 
'J(jpk) und der Charakteristik des Fundamentaltripels p,-, pjb^ pm 
weiter der Index 'J(pm)) darauf aus den Indices 'J{Vd ^^^ '^(P>d 
und der Charakteristik des Fundamentaltripels pr; p«, px der Index 
V(pr); schliefslich aus den Indices 'J{Vx)f 'JiVfd ^^^ ^^^ Charakteristik 
des Fundamentaltripels p«, px, p^ der Index V(p«). — Q. e. d. 

Bezüglich der Systeme I', II' und VI' erkennt man leicht^ dafs 
innerhalb eines jeden zu irgend einem Fundamentaltripel allemal ein 
zweites vorhanden, welches zwei Elemente des ersteren enthält, so 
dafs die Kenntnis des Hauptpunktes eines ganz beliebigen Funda- 
mentaltripels genügt, auch den Drehungssinn des einzelnen Index 
festzustellen. Dagegen ist in dem Systeme 

V. Pi; p2, Ps; Pi; Ps; P*; Pi; Vi} Pö? Pi ; P67 Ve] 

Vs} P6; Psj Ps; Ps; Vsi Vi} Vßf Va 

das Fundamentaltripel p2, p4y pe mit keinem anderen doppelt ver- 
knüpft, und deshalb die alleinige Kenntnis seines Hauptpunktes zur 

vollständigen Fixierung des Indexsystemes nicht hinreichend. 

10* 
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Angenommen, es existierte unter Bezug auf die zweite obige 
Behauptung für eines der vier Systeme von Fundamentaltripeln bei 
entsprechend gewählten Charakteristiken letzterer ein dasselbe ver- 
anschaulichendes Punktesystem 

^6 = Pi; P2; Ps> Paj P6, Pßf 

welchem in zwei verschiedenen Lagen rücksichtlich des nämUcheu 
Fundamentaltripels pi, pk, pi yerschiedene Hauptpunkte zugehoren, 
so hat man gemäfs den vier möglichen primären Strahlenbereichen 

1) MP*;^; 2) pM\pi,pr, 3) pi\pi,pk] 4) p.\pi,pk,pi 
bei positiver Punktefolge pi, pk, pi die Indicesreihen: 



'J(Pd = Vif P*; • • • ; 

'J{pi) = Pky pi, . . . ; 
' j(pO = pi, pi, . • • . 



1) 'JiPi) = Ph pk, "'\ 'J{Vi) = Ph Pi> ' ' • 

2) 'J(pi) = pk, Pl, ..'] 'J{pk) '^pifply ... 

3) 'J{pi) = pk, pi, .,,] 'J{pk) = pi, pi, . . . 

4) 'J(pi) = pi, pk,...] 'J(Pk) = pi, pi,.^. 

Ein Vergleich derselben lehrt die allgemeine Regel, dafs in 
einem Fundamentaltripel von konstanter Charakteristik bei jedem 
Wechsel des Hauptpunktes die Indices zweier Elemente den Drehangs- 
sinn ändern, nämlich sowohl bei Vertauschung zweier Primärbereiche 

pk\pi, pi und pi\pi, pk 

wie bei dem Wechsel der anderen 

pi\pk, pi und p^\pi, pk, pi 

die Indices der Elemente 

pk und pi . 

Man schliefst hieraus unmittelbar weiter: 

Wenn bei konstanter Charakteristik eines Funda- 
mentaltripels der Index eines Elementes den Drehungs- 
sinn wechselt, so gilt das notwendig auch bezüglich des 
Index eines zweiten Elementes. 

Um die Übersicht der nachfolgenden Untersuchung zu erleichtern, 
unterscheide man etwaige vier den Annahmen 

Pi\pk,pi] Pk\pi,pr, Pi\pi,pk] P^\pi,pk,pi 

entsprechende Lagen des darstellenden Punktesystemes ^^ durch 
die respektiven Bezeichnungen 

*<^>, ^% n> n'> 
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die Indices der jedesmal zugehörigen Elemente aber durch: 

(A = i, *, l, 0). 

Femer werde die Übereinstimmung bezw. der Gegensatz der 
Indices entsprechender Elemente rücksichtlich ihres Drehungssinnes 
durch die symbolischen Gleichungen ausgedrückt: 

cTi, (»).)- 7^(1),) und c7,.(|),)=}=J^(p^). 

Nach diesen allgemeinen Festsetzungen findet man unter der 
Annahme zweier zu demselben Systeme von Fundamentaltripeln 

I'- P%7pZfPl] P97V17P11 PoPi»^; P4,9P6,P6 1 P6>P6;P2; p6> P2; p3 

und der nämlichen Reihe von Charakteristiken 

<^iP%f P57 Pl)f " '7 C(P6 1 Pt} Pz)} 

aber zu verschiedenen Hauptpunkten 

Pi und )?^ 
des Fundamentaltripels 

Pa; Pzj Pi 
gehörigen Punktegruppen 

?e' = p;, ...,p,' und ^," = p/', ..., p," 
zwischen den beiderseitigen Indexsystemen die Beziehungen: 

1) c(p2, p8, IJi) = + 1 ; «y. (Pl) + J*{Pd . Ji(P>) + J»(P«). 

c(Ps, Pi, pO — ± 1 ; «^iCP.) + J»(Pi)> «^iCP») ° '^«(fa)> 

«(Pi, Po Pb) — ± 1; Ji(Pi) + «^äCPi)» «^1 (PJ 4- «^i(PJ> 

<'(p4, P6, Pe) = ± 1 ; «^iCPJ + JjJPd, MPi) — J»(P»)> 

«?1(P6)+«^»(P6). 

Da die vorlaufig als möglich annehmbaren vier Pnnktegruppen 

%', %", %'", Wf 
in je zwei getrennten Paaren 

^(0, $(*) und «ß«, ^(J" 

bezüglich der drei Elemente 

Pl 7 P2 ; P9 

die gleichen Relationen involvieren: 

MPh) = «'äCPa) und J,(Va) = /m(pA) 
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oder 

JiiVh) ^ JkiPh) und Jiipk) =^ Jmiph) , 

liefert der Vergleich der Gruppen 

(2) ?ß; lind Jße"' bezw. (5) 5ß/' und $ß(«) 
und 

(3) 5ß/ und 5pw bezw. (4) $ße" ^^^ ^c"' 

auf ganz analoge Weise wie vorher der Vergleich von 

(1) ?ße' und ^e" bezw. (6) %''' und ^W 
die Beziehungen: 

2)5) J,(Pi) + e/s(pO, C7,(P3)+J3(P3), 

^i(^) = J8(Pa), Ji{Pa) = Jz(Pa)> 
JiiPs) ^ J.iPs) f JiiP^) -^ J^iPe) , 

3)4) Ji(p,) + Jo(p2), JiiP,) =^ JoiPs) > 
Jl(Pl) = ^o(Pl) , Ji(p4) 4= ^'oCpJ, 

J'lCPs) 4=^0(^5), ^1(P6)-^0(P6). 

In Verbindung mit einem früheren Satze zeigt diese Tabelle, 
dafs mit den Charakteristiken der Fundamentaltripel von (!') das 
System der Hauptpunkte vierdeutig bestimmt ist, ohne dafs da- 
durch ein Widerspruch mit den Voraussetzungen eintritt. 

Für das zweite System ihren Charakteristiken nach bestimmter 
Fundamentaltripel 

11'- Pi; Pi} P»; Pi, Psy P^y p2> p6> Psi 
Pi; P6> Pe; P4} Pe; P%] Paj Pey P5 
ergiebt der paarweise Vergleich der vier zugehörigen Systeme 

^ße', ?.", K', *<? 
die Beziehungen: 

1) 6) c(pi, p», Ps) = ± 1 5 JiiPi) + JjJPi), Ji(p3) + J»(P«)> 
c(Pi, fti, Pi) == + 1 5 «^i(Pi) 4° »^»(Pi). «^iCPs) = J»(P»)> • 

«'iCpJ + ^^jCp*); 

c(P«, Ps, P«) = + 1 ; J"i(P«) + J«(P«)> Ji(P») — J«(P»). 

•^iCPs) + «^»(Ps) ; 

c(Pi, p6, P«) = ± 1 ; Ji(Pi) + J»(Pi)> Ji (P») + JiiPi), 

J^i(p6)-^»(P«)5 
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2)6) e(Pi,ft,Ps) — ±1, <'(Pi,V«,PJ"-±l; 

«(p4, P«. P») — ± 1 ; «^i(PJ ° J3'P . )> J^i (Pi ) "■ J,(pi). 

f (Pi, Ps, P«) - ± 1 ; J"i(Pi) + «^5(P.).__^i(p6) = «^M. 

«^i(p6) + «^.(p6); 

C{P*, P«, ^Js) -= + 1 ; «^iCPO = «^ «(Pj . J"l(P«) ■- J"8(P6)> 

«^i(p6) = «'i(p5); 

3)4) c(Pi,P«,Pj) = + l» c(Pf,p6.P.) — ±1; 

/i(Ps)_+/o(PjW'> (»'s) + Jo(.P»), 

«(Pj, p6. p6) = ± 1 ; MPd = « ^oCP i), J; (P s) °= Jo(P»)> 

«^i(p6)-«^o(p6); 

cCPnpj.pJ^ + i; Ji(Pi) = JoiPi). J;(P.,) + Jo(p3)> 

«^«(p4) + «^o(p4); 

C(P4, P«, Pe) -- ± 1 ; Ji(p4) + Jo(P«)> JiiPe) - «^oCPe). 

Hier lehren die unter den Annahmen (2), (3), (4), (5) resul- 
tierenden Widersprüche mit der Voraussetzung, dafs das vorliegende 
System von Fundamentaltripeln, wenn überhaupt, 

1) entweder nur durch zwei Punktegruppen 

%' lind ?e", 

2) oder nur durch zwei andere 

^;" und $W 

geometrisch realisiert werden kann^ dafs mithin die Gruppe der zu 
ihm gehörigen Hauptpunkte höchstens zweideutig definiert ist 

Die bei konstanten Charakteristiken der Fundamentaltripel eines 
Systemea 

V. Pi, Pa; Vs; Pi7 Psi P*; Pi; Pa9 Vi] Pi> P57 Ps) 
P9, P6> P2; Ps; P6; Pe; P2; Pe^ p4 

involvierten Beziehungen zwischen den Indexsystemen der respektiven 
vier Gruppen 

?«', W, ?6"'. ?1' 

bestimmen sich unter bezug auf die ersten vier Tripel der Reihe (V) 
successive durch: 
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1)6) /i(^) + J,(Pi), </x(V») + «^.(P«), 

J, (Ps) = «'s (P.) , Ji (Pi) + J^ (PO , 

«'X(P5) = '^2(P6), «^1(P6)'+«^|(P6), 

2)5) Jx(P,)+J,(Px), J,(P,) + J",(P5), 
«'l(P«) = «^8(P»)» «^l(p4) = Js(p4), 

Ji (Ps) 4= «'«(Ps) , «^1 (P«) = «'s (Pe) ; 

3)4) JiCpO^'/oCPi), «/i(Ps) + «'o(P»), 
«^i(Pj) + '^o(p8), «'■i(p4) + «^o(P*). 
«^i (P») + «^ (P5) , Ji (Ps) 4= «^0 (P«) • 

Ans den hiemach fdr das füufte Fondamentaltripel 

Ps. P5> P» 
gültigen Gleichungen 

1)6)«^! (P») + J% (P.) ; ^t (P») = «'. (P») , 

2) 5) J, (t)s) + Jj (p,) , Ji (p,) = J, (p,) , 

3) 4) J,(p,) + JoCP») , .^iCP») + «?o(P») 
folgt aber weiter: 

1)6) J'.(P5) + J,(p5). 2)5) J-i(p,) + J,(p,), 3)4) J,(p,)-=J,(|).^, 

SO dafs nur in den Fällen 2) 5) die Konsequenzen einen Widerspruch 
nicht aufweisen. 

Es kann also die durch das System (V) dargestellte Verkettung 
von Fundamentaltripeln bei konstanten Charakteristiken letzterer, 
wenn überhaupt, 

a) entweder nur durch zwei Punktegruppen 

^0' und ^r, 

b) oder nur durch zwei andere 

?«" und 5ß(o) 

in der Ebene dargestellt werden^ d. h. die Reihe der zugehörigen 
Hauptpunkte ist höchstens zweideutig definiert. 
Endlich findet man unter bezug anf das System 

Vr. Pi,p27p8; ^u^t}Pi\ Pup4;p6; Piy\hjP&\ ^»Pe?^*» 
PayPijPs) P8;t'ö>p6; Pa}%}'^%\ Pb}'9%}V^\ P6;P3;P4 
zwischen den entsprechenden Indices in je zwei zugehörigen Funkte- 
gruppen 
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«^l(l'*)=«'s(p4), 
«'i(*'6) + «^o(p6)- 



unter bezng auf die ersten vier Tripel des Systemes successire die 
Relationen: 

1)6) JM + 'f»iP*) 

Jlip,) '^^ Jtipi) 

2)5) JdPr) + JÄPi) 

JÄPi) = J»{Pt) 

«^.(fo) + «^»(p6) 
3)4) J,{p,) = JoiPi) 

JiiPi) + «'oCfe) 
Aus denselben folgen aber unter bezug auf das fOnfte Tripel 

Pi, Pe, Pt 
in den vier ersten Fällen entgegen den respektiven Voraussetzungen 
die anderen Relationen: 

1) 6) Ji(p,) - J»(p,), 2) 5) JM + J,{P,), 

und nur in den beidep letzten, wie vorher: 

3)4) J^iP,)=^Jo(P»)■ 

Die Tabelle zeigt^ dafs mit den Charakteristiken der Funda- 
mendaltripel von (VI') die Gruppe der Hauptpunkte und mit ihr 
die Indices der sechs Elemente, wenn überhaupt, höchstens zwei- 
deutig definiert sind. 

Zusammengefafst ergeben die Resultate der einzelnen Unter- 
suchungen den Satz: 

Wenn in irgend einem allgemeinen Punktsysteme ^^ 
alle primären Punktetripel und deren Charakteristiken be- 
kannt sind, so kann hieraus in dem Falle, wo die Funda- 
mentaltripel des Systemes in einer Anordnung (F) auf- 
treten, die Gruppe der Hauptpunkte und mit ihr das 
System der zugehörigen Indices vierdeutig abgeleitet 
werden, während in den Fällen, wo die Fundamentaltripel 
ein System (11'), (V) oder (VI') konstituieren, die Vertei- 
lung der Hauptpunkte zunächst noch auf je zwei Arten als 
möglich erscheint. 

Hiemach bleiben für die vollständige Erledigung des ursprüng- 
lichen Problemes noch folgende Fragen zu erledigen: 

1) Für welche unter den bekannten vier Verknüpfungen 
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Yon Fundamentaltripeln existieren solche Kombinationen 
von Charakteristiken, dafs sie durch entsprechende Pankte- 
systeme veranschaulicht werden können? 

2) In welchen Beziehungen stehen bei einem solchen 
Systeme yon Fundamentaltripeln die verschiedenen Reihen 
von Charakteristiken, die es geometrisch realisierbar 
machen? 

3) Giebt es speziell Charakteristikenreihen, welche 
durch Punktegruppen mit verschiedenen Hauptpunkt- 
systemen dargestellt werden? 

Infolge der früher erkannten eindeutigen Abhängigkeit der Charak- 
teristiken der Fundamentaltripel eines Punktsystemes ^,i von den In- 
dices seiner n Elemente kann man die gestellten Fragen auch so fassen: 

1) Welche unter den 2^ möglichen Annahmen für eines 
der vier Indexsysteme I', IF, V, VI' definieren ein allge- 
meines Punktesystem ^g? 

2) Wie hängen alle zu einem und demselben Systeme 
gehörigen geometrisch deutigen Annahmen zusammen? 

3) Giebt es im besonderen zu einzelnen der vier Haupt- 
systeme I', ir> V, VI' verschiedene eigentliche Indices- 
reihen, welche Punktsysteme mit charakteristisch gleichen 
Fundamentaltripeln bestimmen? 

Da die Beantwortung der ersten und dritten Frage es notwendig 
macht, jedes der vier Systeme getrennt zu behandeln, die zweite Frage 
dagegen eine gemeinsame Betrachtung aller vier Systeme zuläfst^ 
soll hier diese an erster Stelle entschieden werden. 
Es gilt mit Beziehung darauf der Satz: 
Wenn in zwei entsprechenden Punktesystemen 

^6 = )^i'> W; • • • ; Pe ™d ^e" = Pi\ Pi'y "j Pe" 
m Paare entsprechender Elemente entsprechende Indices 
haben, 

JW) - AP*") , 

(A = 1, 2, . . ., m) 

und wenn die übrigen 6 — m Paare bezüglich der zuge- 
hörigen Indices nur in deren Drehungssinne abweichen, 

so existieren in den Ebenen der beiden Punktesysteme alle- 
mal zwei solche Geraden 

g und g\ 
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welche dieselben resp. in die Gruppen teilen: 

P/> • • '} Pm\pm+1, . . ., Pe und pi", . . ., pm\p,n+l, ..., pg". 

Es genügt, den Beweis ftlr die Fälle m «s 6, 5, 4; 3 zu geben, 
da zufolge der doppelten Bildfläche einer Ebene die Annahmen 

w — 0, 1, 2 
resp. mit den anderen 

w «=■ 6, 6, 4 
als gleichwertig erscheinen. 

unter der ersten Annahme m = 6 lehrt der Augenschein un- 
mittelbar die Richtigkeit der Behauptung. 

Rücksichtlich der drei anderen Fälle folgert man zunächst den 
Hülfssatz: 

Wenn zwei allgemeine Punktetripel 

Pi} Pk, Pi und Pi^f Pk'} pi' 
in den Indices entsprechender Elemente übereinstimmen, 

j(pi)-^(p."), 

und wenn zwei weitere Punkte 

pr und pr' 

entgegengesetzte Indices besitzen, 

so schliefsen die durch die Tripel bestimmten endlichen 
Dreiecksflächen 

A«)/, p;, p;) und A(p/', p*", pr) 

die beiden vierten Punkte aus. 

In der That gelten unter der gegenteiligen Annahme des einen 
Punktes 

innerhalb der endlichen Fläche 

A(»>/, Pky P!) 

für jede der drei verschiedenen Lagen des anderen Punktes 

r 

a) innerhalb der Fläche 

b) in einer ihrer Seitenflächen 
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c) in einer ihrer Scheitelflächen 

np«") 

entsprechend den beiden Möglichkeiten 

1) <*,f = <;,,, 2) c,;*,, ™ — c-'i,, 

die der Voraussetzung widerstreitenden Beziehungen: 

1) r) j(p/)^j{p;'), 
b) c) JiPy-) + j(p;) , j(p:) 4= JiP") , 

2) a) J{p,') -^ Jipn , (Ä=-i, Ä, 0, 

b) C) J(P.^ + J(Pr"). 

Dagegen sind bei übereinstimmenden Charakteristiken 

und gleichzeitiger Lage der beiden Punkte 

pr' und pr" 
aufserhalb der resp. Dreiecke 

A(p/, p*', PO und A(pr,p/',pn 
in je zwei Flächen 

F(pJ) oder i^-Cp;, p/) und F(p;', p.") oder J-Cp/) 

die Bedingungen des Satzes genau erfüllt. 

Infolge dieses und des anderen Umstandes^ dafs ein Wechsel 
der Bildfläche eines der Punktesysteme 

%' und ^«" 
die Beziehungen 

in die entgegengesetzten verwandelt 

J(PO + J(Pn. ^(P0 + ^(P*"), «^(P/) + ^(P."), JiPrl-^JiPrl, 

müssen entsprechende Punkte der beiden Gruppen 

a) bei entgegengesetzten Indices aufserhalb der durch ent- 
sprechende Punkte mit übereinstimmenden Indices, 

b) bei übereinstimmenden Indices aufserhalb der durch ent- 
sprechende Punkte mit entgegengesetzten Indices 

gebildeten endlichen Dreiecke liegen. 

Es folgt hieraus weiter, dafs, wenn in den beiden Puuktesystemen 
um die Punktegruppeu 

W} P2'; '", Pm und p/', ))/', . . . , p, 



r/ 

'm 
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zwei Fäden geschlungen und auf zwei 'durch gewisse Elemente be- 
stimmte Polygone zusammengezogen werden 

die Punkte der Gruppen 

aufserhalb dieser Polygone liegen, und dafs ebenso die Punkte 

p/; . • ., pm ond ^),", . . ., pro 
aufserhalb der zu den Gruppen 

gehörigen Polygone fallen 

P/ und Pg'- 

Mit bezug auf den zweiten Fall m »ss 5 folgt aus der Lage der 
Punkte 

pg' und pe" 
aufserhalb der Polygone 

P/ und P/' 

unmittelbar auch die Existenz der gesuchten Primärbereiche 

P% I Pi'> . • •; Pm and p/' I pi", . . ., p;;. 
Im dritten Falle m =» 4 kombiniere man die Punktepaare 

Ph} Pe' «iid pß", pe" 
mit resp» den anderen 

p/, pj' und pi", pj". 

Gesetzt dann, es schneiden sich die endlichen Strecken 

80 fallt das Indexsystem des Punktequadrupels 

P/> ^^2'; Pö'; Pe' 
notwendig unter eine der beiden Formen: 

1) '«^(PiO = Ptj P6% Pey '^(Mi) = Pi'i Pe'; l^s'; 
'JOfi) = Pe'; W; P/; '^iPe) =* Ps'; Pi'» P/» 

2) ' e7(p/) = p/, i>;, p/, '«^(Pi') = Pi', p;, p;, 

'JiPi) = Pe'? P/7 Vi? 'JQfe) = P6^ Pa'j Pi- 
Dementsprechend ist das Indexsystem des Punktequadrupels 

Pi ; P« j P6 ; P6 
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gegeben darch: 

1) '^{Wl =^ P/'; Pi'7 P6"> 'J{^%') = Pi'^ Pe"» Ps"; 
'«'^(Ps") = P«"; Pi"> P2''; '«^(Pe") = Ps"? Pa"» Pi"; 

2) 'J{K) = P2"; Pe"; Pö"; '«^(Pg") = Pi"> Pö"; Pe"» 
'«''(Pö") = Pe"; P2"; Pi", 'JO?g') == Ps"; Pi"; P/'- 

Weil aber den letzten Indexsystemen nach dem Theoreme (1) 
in § 3 ein geometrisches Äquivalent nicht zukommt^ folgt: 

Der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden irgend 
zweier Paare 

p:, p; und p/, p; oder p/', p/' und p/', p/' 

aus resp. den Gruppen 

P/ und Pg' oder P^" und P," 

liegt allemal aufserhalb einer der sie verbindenden end- 
lichen Strecken. 

Nunmehr bestimme man unter den Seiten der Polygone 

P/ und P/' 
diejenigen zwei Paare 

9i7 9% ^^^ 9x\ 9%\ 
welche von resp. den Geraden 

I p/, W I und ! Pß", Pe" I 

getroffen werden. Wenn dann die Schnittpunkte von 

9i lind g^' 
mit resp. 

den Punkten 



'f L- 'f 



Ps'; Pe'I ^^ iPö"» P6 



P5', pe' und P5", pe" 

näher liegen als die entsprechenden Schnittpunkte der Geraden 

g^' und g^\ 

so wird eine genügend kleine Yerrückung von 

9i und g^' 

aus ihrer Lage zwei gesuchte Geraden ergeben. 

Schneiden dagegen die Verlängerungen der Strecken 



Pö'; Pa' und pß", Pe" 
überhaupt nicht die beiden Polygone 

P/ und P/', 
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80 sind sie selbst durch eine geringe Dislokation in die gewünschten 
Lagen zu bringen. 

Die Anwendung der bisherigen Ergebnisse auf den letzten Fall 
m = 3 lehrt, dais die endlichen Dreiecksflächen 

A(p,', p,', fe') und A(W',P*",pn 
resp. ganz aufserhalb der anderen liegen 

A(p;, p«', P.') und A(p/', Ps", Pe")- 
Es besitzen deshalb die Flächenpaare 

A(p;, p,', p,'), A(p;, p,', p,') und A(p/', p,", p,"), A(p;', p,", p,") 
je ein Paar innerer Tangenten 

</,<,' und t,",t,", 

und diese bestimmen je ein partielles Büschel von gesuchten Geraden 

g' und g". Q. e. d. 

Man denke sich jetzt in der Ebene ein allgemeines Punktesystem 
durch eine Gerade g in die Gruppen zerlegt 

5ß,„EE pi, p2, . . ., }ffn und ^6-m I^ pm + i , . . ., Pq 

und ziehe zu dieser eine das ganze System auf der nämlichen Seite 
enthaltende Parallele g^. Femer lege man durch g und g^ zwei 
parallele Ebenen E und Ei , nehme in E aufserhalb g einen Punkt o 
an und projeziere aus diesem das System ^^ auf E^ in das andere ^^ . 
Je nachdem man die eine oder die andere Seite der Ebene E^ als 
Operationsfeld auffafst, erhält man in den beiden Systemen 

^6 und fe 
die Beziehungen: 

1)J(P0=^(Pa) und J{p,)=^J(jp,), 
2) J{pä) + J{9k) und J(V*) = J(p,) , 
(A = 1 , . . . , m ; Ä = m + 1 , . . . , 6) . 

Man schliefjBit hieraus in Verbindung mit dem vorhergehenden 
Satze den neuen: 

Wenn unter den 2^ durch ein Schema 

formal gegebenen Indexsystemen auch nur eines geome- 
trisch realisierbar ist^ so haben allemal noch weitere 31 
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die gleiche Eigenschaft Dieselben bestimmen sich zu* 
sammen mit dem ersten (und zwar immer paarweise) durch 
die 16 verschiedenen Lagen, welche eine in der Ebene des 
darstellenden Punktsystemes ^^ veränderliche Gerade zu 
letzterem einnehmen kann. 

Dieser Satz kürzt die Diskussion der pag. 154 formulierten Frage^ 
wie vielen der durch die vier bekannten Verkettungen von Funda- 
mentaltripeln involvierten Indexsystemen thatsächlich Punktgruppen 
entsprechen, offenbar wesentlich ab, indem er aus einem einzigen 
solchen alle Qbrigen unmittelbar abzuleiten lehrt. 

Dem ersten Systeme von Fundamentaltripeln 

I'- P2; Ps; Pi; Piy Po p45 Pi ; <^4» fe; 
Pif Pbf Pe; P6; P67 Pa; Pe; p2> Ps 
entsprach das Schema: 

«''(Pi) = Pi> Psy P^y Pi> P67 J{Pi) = P4; Pi ; Ps > Pßf Pbj 

«''(Ps) = Pa; Pü) P5} P4> Pl7 J(P^ = P6> P67 P27 Psf Pi; 

^(P5) = P6; P2f Ps; Pi; p4; «'^(Pe) = Pi > p8> p2 ; Pö; p4- 

• 

Man findet als Repräsentanten der Kombination 

'J(Pi) = P^f P6; Pe; p2> Pa » '«^(p4) = p6; Pe? p2> Psj Pi> 
'J'CPö) = P6> P2; P3> Pi» P4» '•''(Pe) = P2; Ps; Pi > p4> p5; 

'J(p3) = p3, ^)i, p4, fß, |)6; '«^(Ps) = Pi; P4» P6; P6> p2 

ein einfaches konvexes Sechseck 

dessen Ecken bei positivem Umlaufe und beliebigem Anfangselemente 
bezeichnet werden durch: 

Pl» P47 P6> P67 PiJ P3- 

Zu der zweiten Reihe von Fundamentaltripeln 

II'- Pi» P2; Ps; Pi> Pa; p4; Pi ; P5; Pc 5 
P27 Ps; P65 Piy P4> Pö; P4> Pö» Pg 

gehörte das Schema: 

<^(Pi) == P2; P6; Pe; p4; Ps ; J'(p2) = Ps ; Ps; Pe ; pAy Pi > 

ÄP») = P4, Pl> P2, P5; P67 «'^(P4) = P6> Pl) Pst P2> P6 ; 

«'"(Pö) = Pßy Pi; Ps» P2, P4> ^(Pe) = Pi; Ps; p2; p4; Pö- 
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Ersetzt man in demselben allgemein den doppeldeutigen Index 
J(ph) durch den bestimmten 'J(ph)f so gelangt man zu einem die 
entstellende Kombination darstellenden Punktesysteme 

IT. ^6, 

wenn man unter der Annahme eines einfachen konvexen Fünfeckes 
mit der positiven Eckenfolge 

pAf Pi; P37 fe» Pö 
den Punkt 

P« 
in die durch die Geraden 



Pm PoU IP5; V4I; |P4> P2I 

bestimmte endliche Dreiecksfiäche verlegt 
Die Fundamentaltripel der Anordnung. 

V. pi, p2, fe; Pif p3^ P*; Pij p4; Pö? Pi; Pö; Pg; 

Ps; P67 P«; Ps; P5j P67 Pa; Pe » p4 
bedingten das Schema: 

^iPl) = P2? P8> P4; Pr>, P«; J^(P2) = Ps» P5> Pc; P4» Pj f 
^(Pa) = P4» Pij P2, P57 P6» *^(P4) = Pr>» P6> P2, Ps; Pl7 

*^(Pö) = P6> Pl; P4, P8J P3» «^(Pg) ^ Pl7 P47 P21 Ps; p5 • 

Um ein der allgemeinen Annahme 
zugeordnetes Panktesystem 

III. ^« 

zu erhalten, konstruiere man zunächst ein konvexes Fünfeck mit der 
positiven Eckenfolge 

Pi; Piy Psj Pö; Pü 

und wähle innerhalb der von den Geraden 

I Ps ; Pl K I Pi ; P6 1 ; I Pü » P2 I 

eingeschlossenen endlichen Dreiecksfläche irgend einen Punkt zum 
Punkte 

P4. 

Endlich findet man unter Bezug auf das dem Systeme der Fun- 
damentaltripel » 

vr-p,,p2,p3; Pi,p3»p4; Pi?p4>p6; PnPö^Pc; PuPg^P«; 

p27p4>Ptf; p4;Pß7p3;, P6;P3;P;,; P3JP5;P»; Pr» P2;P4 
Eberhard, Oeomatrie. 11 
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zugehörige Schema: 

J{Pi) = P27 P8> P4; P57 P6. «^(^2) = P3; P6» ^4 > p6 ; Pw 

«^(Ps) = P4; P6> P67 P2> Pl> ''^(^4) = P6, P2, P6» Ps 7 Pl 7 
*^(P5) = P6f Ps» P2» P4» Pl ; ^(Pü) = Pl y P21 P4; P3> Pö 

als das dem eindeutigen Indexsysteme 

entsprechende geometrische Äquivalent ein Punktesystem 
gebildet aus den aufeinanderfolgenden Ecken 

P2> P47 P6> Ps; P6 

eines in positivem Sinne umschriebenen konvexen Fünfeckes und ans 
einem Punkte 

Pi 

innerhalb der von den fünf Diagonalen des Fünfeckes eingeschlossenen 
endlichen Primärfläche. 

Ans den vier betrachteten Indexsystemen bezw. den sie dar- 
stellenden Punktesystemen ergeben sich für die zu Grunde liegenden 
vier Reihen von Fundamentaltripeln 

1) als deren Charakteristiken: 

!• ^2,8,1 = C8^1,4 = Cl,4.5 = ^4,5,6 = ^6,6,2 = ^6,2,3 = + ^ 5 
n. C4^i,3 = Ci,8,2 = C3,2,6=+l, ^^,4,6 = 1, C4,6,5= + l, Ce,5l=-i'i 

III. Ci,2,3 = C2,8,5 = C8,6,6 = ^6,6,1 = + 1 , 
^4,3,1 = C4,l,6 = ^4,6,2 = 1 5 

IV. Ci^2,S = Ci,8,4 = ^1,4,5 = ^'1,6,6 *= <^1,6,2 = — 1 , 
<^2,4,6 = ^4,6,8 = C6,S,6 = ^3,5,2 "^ ^6,2,4 = + 1 5 

2) als zugehörige Hauptpunkte: 

I- P3» Pl» P47 Pß, P6> P2; 

II- Pi7 P37 P2; P6> P6^ Po; 
III- P2> P3» P$y P6» 
P4» P4? P4; 

IV. p,, p,, Pl, Pl, Pl, 
P47 p6» Ps; P6> P2- 

Bezüglich der Fälle (III) und (IV) ist bereits bekannt, dafs 
zwischen den Systemen der Indices und denjenigen der Charakteri- 



i 
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stiken der Fundament>altripel eine eindeutig umkehrbare Abhängig- 
keit besteht. Man wird deshalb in jedem solchen Falle ans einer 
zulässigen Reihe von Charakteristiken alle möglichen anderen 
dadurch finden^ dafs man in dem entsprechenden Punktesjsteme die 
verschiedenen Lagen einer veränderlichen Geraden feststellt und in 
dem einzelnen Falle die Charakteristiken derjenigen Fundamentaltripel 
umkehrt, welche einer der beiden durch die Gerade bestimmten Halb- 
ebenen entweder mit allen drei oder nur mit einem Elemente an- 
gehören. Da jede besondere Lage der Geraden auch ein besonderes 
Charakteristikensystem bestimmt, erkennt man, dafs der einen wie 
der anderen Halbebene gegenüber mindestens ein Fundamentaltripel 
existiert^ von welchem sie entweder alle drei oder nur einen einzigen 
Punkt enthält. 

Ein näherer Vergleich der 16 linealen Teilungen 

1) von. ra. $6 und 2) von IV. ^^ 

hinsichtlich ihres topologischen Charakters ergiebt als wesentlich 
von einander verschieden 

1) die zehn Strahlenbereiche: 

P« I Pm Pi7 Ps . hf Vg ; 

Pi\Pi9 P4; Pg] PalPs; Pi\ P»IPö; Pa 5 

p4|p8> p6') PijPalPi^Ps; p8» JsiPi» Pi» p6; Psj p5ip2; Pg; 

p4 1 Pi , p8 ; p2 , p4 1 Ps > Pß ; 

2) die vier Bereiche: 

P« I Pi7 P5> P8> P6> P4 ; P$\ P4> P5 ; P2) Pö I p4, Pl , Ps 5 Pl ! p2, p3 ' 

Die Klassen der Gebilde 

III. ^ße und IV. Sß, 
weisen also resp. 

zehn und vier 
allotethische Formen auf. 

Gegenüber einem Puuktesysteme der Klasse 

I. ?ß; = pi', p/, p;, p;, pa', p; 

mit den sechs Fundamendaltripeln 

p6',P/,p2'; Pi',p2',p3'; P2',p3',p4'; P8',p;,p5'; P4',p5',p6'; P5',p6',p; 

existieren formal drei Einteilungen desselben in je zwei solche Gruppen 

a) p/, p; und p;, p/, p,;, p;, b) p,; p,' und Pa', p;, p;, p/, 

c) P/, Pe' und p/, p/, p/, p.', 

11* 
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dafs irgend ein Fundamentaltripel ein Element der ersten und zwei 
der zweiten enthält. 

Nun involviert das der Charakteristikenreihe 

entsprechende einfache konvexe Sechseck 

Ii- ^e' = Po Pi7 P97 Pa\ Pö'; Pe' 
gemäfs den primären Strahlenbereichen 

P« ! ^p;-, p,' I p,\ p/; p,\ p; I Pe', Ps'; Pi', P3' I Pg% p: 

vier einander zwar äquivalente, aber zugleich allotethische Gebilde 

mit den korrespondierenden Bereichen 

p« I ^ßß'; ^Joo I p/, pe', P2'; P« I P/; P2'; Pe, Ps'; P« I Pi', Ps'j P/^ P/- 

Eine Prüfung dieser vier Punktgebilde auf ihre etwaigen linealen 
Zerlegungen 

pi, pi+slP./, Pf/, Pu, pu 

ergiebt als einzige solche: 

in Ij und I3 resp. p,', p/ | p/, 1)3', p^', p/ und p^\ p/ | p/, p^', p4» Pr,'» 
in I, aber p/, p;|p/, p,', p/, p; und P3', p,;|p/, p,\ p/, Pr,' 

Infolgedessen lassen sich dfe Punktegruppen 

)l2aj Isa; liÄ 

resp. in die anderen überführen 

Igb, Isby Idb U. I4C; 

sodafs die jedesmaligen sechs Fundamentaltripel 

Pe', P/; Ps'; P/, P/, P/; ..•; P/, P/, Pc'; P/, P/, P/ 

zwar nicht die Charakteristiken ändern, 

Is) Ci*= + 1, Ca=+1, C3=— 1, C4= + l, C5 = +l, Cß^-^-l» 

c, = c(p.l.i, p/, p/+i), 

wohl aber ihre Hauptpunkte wechseln, und zwar treteq an die Stellen 
der Hauptpunkte 

•) Diese Punktsysteme und die ans ihnen neu entstehenden werden durch 
die Tafel IV veranschaulicht. 
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I»») P^7 Ps', Pi, Po Ps'j Ps'? 
I3») p/i Pi> Pa\ Pl7 P6, Ps7 
I4») p2f P%7 P», P5, Pö'l Pö' 

resp. die anderen: 

lab) Pi', P2'; Pa'; P«j Pe'j Pe'; 

l3b) Pi', Ps', P2', Ps'; P/> PA 

l4b) Pe', P3', Ps', Ps'; Pe'; Pe'; 

Iac) P/, P,', P/, P4', P/, Pi'. 

Im Falle eines Systemes II. $g bezeichne man die fünf Ecken 
des zugehörigen Aufsenpolygone^ in derjenigen positiren Folge durch 

Pi'; Pi, Pzy Pl) P&7 

bei welcher das endliche Dreiseit 

\'Pi7 P/ i . i P/» Pi' I ; I Pi'; P/ ! 

den sechsten Punkt Jp^ einschliefst. 

Entsprechend den zehn primären Strahlenbereichen 

1) P« I P/, P2', P/, Po P&f 
2) a) p/>/, p;, ^J^'; b) p,'|p;, p/; c) p/ 1 p/, p/; 

3) a) p;, p/ 1 p;, p,\W] h) p/, p/ ! p;, P3'; c) p/, p; i p/, p;-, d) p/, p; : p;, p,'; 

4) a) p/, p/, p/ip;, P5', p/; b) p;, P3', p;|p/, p;, p; 

kann man dasselbe in ebeusoviele ihm und einander äquivalente 
aber allothetische Punktegruppen überführen. 

Nun zeigt aber das zu Grunde liegende System von Fuuda- 
mentaltripeln 

Pi'>P/>p3'; Ps'jPs'^P/; Pa'iPoPö'; p6';PoPi'; Pe'jP^Pö'; Pe'. P5';P2' 

eine einzige Einteilung jedes denkbaren Punktsystemes II. ^q in 
zwei Gruppen 

Ps'; Pe' «nd p/, pj', p/, p/, 

so dafs irgend ein Fundamentaltripel einen Punkt der ersten und 
zwei Punkte der zweiten enthält. Es fragt sich also^ in welchen der 
zehn allothetischen Gebilde IL ^q dieser idealen eine reale Teilung 
durch einen Strahlenbereich entspricht. 
In den vier ersten Gruppen 

liegen die Punkte 

Pz und p/ 
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aufserbalb und innerhalb der resp. Dreiecksfläcben 

A(t)i', w, p,'), A(p;, p,', p,'), A(p/, p:, p,'), a(p/, p:, PsO. 

in den drei weiteren 
analog zu den Flächen 

endlich in dem Falle Il^b entsprechend zu dem einfachen konvexen 
Viereck 

h\ p/j Pi'j Po'- 

In diesen acht Punktgruppen existiert also keine lineale Zer- 
legung 

Pa'; Pg I P/» Pi> P/» P6f 
die Gharakteristikenreihe der Fundamentaltripel jedes einzelnen de- 
finiert also ein einziges System von Hauptpunkten. 

Anders in den noch übrigen zwei Gebilden 

*)Il3b und II4». 

Eine projektive Transformation des zu dem ersten gehörigen pri- 
mären Strahlenbereiches 

p/, p; ' Pg', ps' 

in den anderen 

P«|Pi'> P/> Pg'; Pa' 

läfät eine Punktgruppe entstehen 

gebildet aus einem einfachen konvexen Aufsenviereck mit der posi- 
tiven Eckenfolge 

Pj'j P2'? Pc'» Ps} 

einem Punkte pr' im Innern der durch die drei anderen 

Ps', P«'» q^CiP/; P/l» IPe'; Pi'l) 

bestimmten endlichen Dreiecksfläche und einem Punkte p^' innerhalb 
der von den drei Geraden 

I P6 7 Pl h , P6 7 P J » I P3 » P4 I 

eingeschlossenen analogen Fläche. 



*•) Die Gebilde ITj^,, Ilgj,, und II^^, 11^^, sind gleichfalls auf Tafel IV 
dargestellt. 
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Gemäfs dem in diesem Systeme thatsächlich vorhandenen 
Strahlenbereiche 

wird eine stetige Überführung des letzteren in den Bereich 

P« ' Pm Pi7 Piy P6 

die Charakteristiken der Fundamentaltripel nicht alterieren. 
In dem ursprünglichen und dem resultierenden Systeme 

gehören deshalb zu der nämlichen Gharakteristikenreihe 

Cl,«,8 = + 1 , Ca,3,4 = — 1, ^3,4,6 = + 1, 
C5,6,l = + 1 , Cs,6,2 = — 1 , Ci^6,4 == + 1 

resp. die entsprechend geordneten Hauptpunktsysteme 

l>) Piy Pi\ pAy Pö'j P^'y Plf 

l>') Pa'» Pi7 Pö'» Pi'i P/> Pi'- 

Mit gleiche]p Erfolge leitet man aus dem Grundsysteme II. ^/ 
vermöge der Überführung des Strahlenbereiches 



/ 1 . f 



Pl) Ps ;Pü> Pk 
in den anderen 

P«IPi'> Ps'j P«'» P/ 
ein neues ab 

bestehend aus einem einfachen konvexen Aufsenviereck mit der posi- 
tiven Eckenfolge 

Pi'> Pä\ Pg'; Pa'j 

einem im Innern der durch die drei Punkte 

Pl', p;, q-==(!Pi', Pg'I, \Ps> Pi'l) 

bestimmten endlichen Dreiecksfläche liegenden Punkte ^/ und einem 
innerhalb der durch die drei Geraden 

\Pe, Pi'l, IPe', P2'l, IP3', P4'l 

eingeschlossenen analogen Fläche enthaltenen Punkte p^\ 

Da hier wiederum ein primärer Strahlenbereich des bekannten 
Charakters vorhanden, nämlich 

Pa'» Pe' I Pl'» P»'» P^'j Ps'; 
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kann man das vorstehende Gebilde durch entsprechende Trans- 
formation dieses Bereiches in den anderen 

ein zweites Gebilde erzeugen 

so dafs beide Punktsysteme bei ein und derselben Charakteristiken- 
reihe 

Cl,2,6 — — 1 , C2,3,4 = + 1 , C8,4,5 = — 1 , 
^5,6,1 = + 1 , C5,6,a = — 1 , ^4,6,1 = — 1 

in entsprechender Folge die veränderten Hauptpunkte darbieten: 

H4a) Pa'; P«'/ P&y Ph j Pb^ P4'; 
Il4aO Pi, p/j P/; Pl'? P»'; P/- 

Es seien zwei die nämliche Verkettung von Fundamentaltripebi 
darstellende Punktgruppen 

^; - p;, p;, ...,)); und ^z' = p/', p,", . . • , Pe" 

im allgemeinen als äquivalent in dem Falle übereinstimmender 
Indexpysteme als isothetisch bezeichnet. Dann* kann bezüglich 
derselben der folgende Satz ausgesprochen werden: 

Sind in der Ebene E zwei äquivalente allgemeiue 
Punktsysteme aus je sechs Elementen gegeben, so konneu 
dieselben allemal unter Erhaltung ihrer Fundamentaltripel 
durch passende stetige Bewegungen ihrer Elemente ent- 
sprechend zur Deckung gebracht werden. 

Da bereits früher dargelegt worden, dafs zwei äquivalente Punkt- 
gruppen $/ und ^^' gemäfs den Forderungen des Satzes stets in 
isothetische Gebilde überführbar sind, genügt es, den Beweis unter 
Voraussetzung solcher zu führen. 

Mit Bezug auf die Gruppen 

1. ^; = V,', p,', p/, p;, Ps', p; und i. %•' = <)/', p,", ^c, p«", p/'. p«" 

bemerke man, dafs die Punkte 

rücksichtlich der gleichfalls isothetischen Systeme 

$,'=t),', p,', p.', p/, p,' und «ß," = p,", p,", p,", p,", Pj" 
in entsprechenden von den 2 . 3 Geraden 

I p»', p,' I . I p;, Po' I , I ps', p; 1 und : p;; p," | , i p/', p," | , , p,", p/' | 
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begrenzten Primärflächen liegen. Es können aber zwei solche fünf- 
ponktige Systeme nach § 8 nicht nur unter Erhaltung ihrer Funda- 
mentaltripel sondern auch ohne gestaltliche Änderungen ihrer Pri- 
märfiächen stetig in einander übergehen. Indem man daher während 
der Überführung von ^ß' in ^ßg" den Punkt pg' innerhalb seiner 
Primärfläche stetig mitbewegt, gelangt man auf die vorgeschriebene 
Art zu zwei Punktgruppen 

für welche die noch getrennten Elemente 

Pg' ^nd Pö" 
gegenüber dem durch die Paare koincidenter entsprechender Elemente 

pA =PA 

bestimmten Geradensysteme ein und derselben Primärfläche ange- 
horen, so dafs sie aufserhalb der Verbindungsgeraden | p/^ p/' | sich 
gleichfalls kontinuierlich vereinigen können. 

In den Fällen zweier isothetischen Systeme 

1) II. %'=p,', p,', p;, p:, P,', (P,') u. IL %"^p,", p,", p,", p/', p,", (Pe"), 

2)111. ^;=p/, p,', p,', p,', p,', (p/) u. iiL w =Pi", p,", Pa", V.", P."; ipn, 

3) IV. %'=p,', p/, Pe', p,', p/, (p,-) u. IV. 5ße' =P,", W", P6", Ps", P5". (Pi") 
denke man sich während der stetigen Überführung der Puuktgruppen 

II. w= p/, p,', P3', p;, p/, III. 5ß/= p.'. p/, p,', p,', p;, 

IV. ^;=p/, p;, p;, p;, ps' 

in resp. die isothetischen Gruppen 

II. %"^pr, W, Ps", p:, fc"; ni. ^5"-Pi", IJ»", P,", P5", P.", 

IV. ^5"=p/', p;', ps", P3", P5" 

die sechsten Punkte 

Pe'i P4'; P/ 

innerhalb ihrer durch die Geradensysteme der bewegten Gruppen be- 
stimmten Primärflächen kontinuierlich mitbewegt Dann werden 
nach eingetretener Eoincidenz von 

IL ^5' mit IL «ßs", in. «ß/ mit EL %'\ IV. ^,' mit IV. %'' 

die Punkte 

p,' und Pe", p/ und p/, p/ und p/' 
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innerhalb derselben Primärflächen liegen und deshalb gleichfalls 
aufserhalb der Verbindungsgeraden je zweier anderen Punkte stetig 
in einander übergehen. Q. e. d. 

Nach dieser Erledigung der letzten betreffs des allgemeinen 
ebenen Punktsystemes ^g offenen Frage kann man die Hauptresul- 
tate der bisherigen Untersuchung wie folgt präzisieren: 

Theorem 11*): Sechs in der Ebene frei bewegliche Punkte 
können bei allgemeiner gegenseitiger Lage im Ganzen vier 
verschiedenartige Verkettungen primärer Punktetripel 
bilden, nämlich entsprechend den Schematen: 

I)<>67P1»P2; PuPs^Ps; Pi^p3Jp4\ PsyPi^P&'^ P^7pb,p6\ p67p6»Pi; 

II) Pi7 Pi, Ps ; Pij p3» p4 ; Psj p4> Pb ; Pe» Pa^ Pi ; p6> Pn P& ; p6> Ps» P«; 
i^O Pi,p2, Pa; p2»p3>p4; P8;p4>p6; p4»p5;Pi; 

Pe^PuPs; p6)Pi;p4; P6»P2;P5 5 

IV) p3,Pi,p4; Pnp4»p2; P4»P2>P55 p2;p5»p35 p6» P,i; Pl ? 

P6>PWP2; pG^Pa^Ps; P6;P8;P4; P6>P4>P6; P6>P6;PI- 

Die Punktsysteme der gleichen Gruppierung von Fun- 
damentaltripeln konstituieren eine Klasse äquivalenter, 
d. h. solcher Gebilde, welche unter Erhaltung des allge- 
meinen Charakters durch passende stetige Bewegungen 
ihrer Elemente miteinander zur Deckung gebracht werden. 
Sie besitzen ein und dasselbe bis auf den Drehungssinn 
des einzelnen Index unzweideutig bestimmte Indexsystem. 

Gemäfs den verschiedenen für die Fundamentaltripel 
einer Verkettung wählbaren Charakteristikenreihen soa- 
dern sich die Individuen einer Klasse selbst wieder in 
mehrere getrennte Kontinuen isothetischer Gebilde, und 
zwar die Mitglieder der beiden Klassen 

L 5ße und IV. 5(5« 

*) Die Tafel V veranschaulicht die verschiedenen Möglichkeiten, wie ans 
einem gegebenen allgemeinen Punktsysteme $5 durch entsprechende Wahl eines 
weiteren Punktes p^ gleiche und ungleichartige Systeme $0 herzustellen sind. 
Durch die verschiedene (hezw. gleiche) Schraffierung der Primarflachen des 
System es $5 werden die den vier Klassen von Punktgruppen $« eigentfimlicheii 
Lagen eines sechsten Punktes angedeutet. Man bemerkt, dafs sowohl die 
Flachen I und III als auch die anderen II und IV je ein in sich geschlosseneB 
System von Scheitelflächen bestimmen. 
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in je vier, die der beiden anderen 

IL % und 111/^6 

in je zehn. Insgesamt existieren daher 28 allothetische 
Anordnungen von sechs lineal unabhängigen Punkten der 
Ebene. 

In den Klassen HL ?ßß und IV. ^g herrscht zwischen 
den Charakteristikenreihen der Fundamentaltripel und den 
Systemen der Indices jeder beliebigen Punktgruppe eine 
eindeutig umkehrbare Abhängigkeit. Das Gleiche gilt 
innerhalb gewisser acht Unterkontinuen der Klasse II. ?ßg 
und in einem der Klasse I. $g. 

Dagegen definieren die Charakteristiken der Funda- 
mentaltripel 

1) in den noch übrigen zwei Unterkontinuen der Klasse 
IL ^ßß zwei — 

2) in den drei weiteren 

der Klasse L $^ aber resp. 

zwei, zwei und drei 

Indexsysteme allothetischer Punktgruppen. 

Der Charakter oder das Indeisystem eines liueal un- 
abhängigen Punktgebildes ^g wird daher ganz allgemein 
durch die Art der Verkettung seiner den Charakteristiken 
und Hauptpunkten nach wohl definierten Fundamental- 
tripel vollkommen und unzweideutig bestimmt. 

Die Untersuchungen über die allgemeinen Punktsysteme $g zu 
vervollständigen, mögen noch die deu vier Klassen desselben ent- 
sprechenden Einteilungen des ebenen Strahlenfeldes angegeben werden. 

Die Punktgruppen des Indexsystemes 

I- J(Vl) = P«> P», <>47 P5> P6> ''^(^2) = P3> P^J P57 P6> VlJ 
«^(P8) = P4» Pö; P6) Pi> P»7 J{^i) = %y P6> Pl> P2> P»; 

«^(P;,) = P6> PlJ P2, Ps» P4; ^{Vq) = Pll P«; P3^ p4 > Pö 

bestimmen als Grenzgebilde der zugehörigen primären Strahlen- 
bereiche: 

1) die sechs Punktetripel 

Pi^Psjpai p2) Ps» P45 P37 Pi; Ps; p4» p5> PüJ P57 P(5; Pi; p6; Pi^P«; 
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2) die Deun PuDkteqaadrupel 

Pi; hy hy \>^] p2 f Ply Ps > PöJ p8 ; »'s; V41 p6 5 
pAy P6> P6> PiJ P5> Piy Pay Pz) »^6 ; V2 ; Pi ; P» ; 
Pi? P4; P2» ^55 Pjty P5) Ps; Pe? Pa» p6> p4 > Pm 

3) das einfache Sechseck 

Pl; P2> P37 P4> Pö; P«- 

Die Punktgruppen des Indexsystemes 

II. J(t)i) = p2; p3? P4; P6> P5> «^(PS) = Ps ? p4 ; p5 ; Pö ; Pi ; 
^(Ps) = P47 P5 » P6 ; Po P2 » J(p.d =- Pö > P6 ? Pi ; Pi » P3 ) 
«^(Pö) = Pij P6; Pi» P3, P4> ^(Pe) = Pi» P5> Pa; p3 ; p4 

bestimmen als Grenzgebilde der zugehörigen primären Strahlen- 
bereiche: 

1) die sechs Punktetripel 

Pi> Pa> Ps? Pty Piy Pa] P3> P4» P5; 
P6 ; P4 , Pi ; Pö » Pi » P5 ; Pay p5 > P2 i 

• 

2) die acht Puuktequadrupel 

Pi; Pi; Pe; Pa; Pi; P3; Pi » P4 5 Ps; p4) Pi; p5i p4 . Ps 7 Pj , Pei 
Ps; Pö; Pi> Pg; P3; Pi » p4 ; p6 5 Pi > Pi ; P6 ; p5 5 P5 ; p4; p6 ; Pi 5 

3) die beiden Punktequintipel 

Pi. Pe; Pö; Pi > Pi ^nd p^ , p^ , pg, p^, pg. 
Die Punktgruppen des Indexsystemes 
III. J(pi) = p2, Ps, pc, p4, p5, J(p2) = p3, p4, p6> Pe; Pi ; 
^(Ps) = P4; Pö; P6; Pi ; Pi . «^(Pi) = Pö; Pi ; p6 ; Pi ; Ps ? 
^(Pö) = Pe; Pi; Pa; p4; Pi ; ^iPe) = Pi ; p4; Pö; Pi » Ps 

definieren als Grenzpolygone der entsprechenden primären Strahlen- 
bereiche: 

1) die sieben Punktetripel 

Pi; Pi» Ps; Pi» Ps; P4; Ps; p4» Pö 5 p4» Pö ^ Pi 5 
Pc; Pö; Pi; Pe; Ps ; Pi ; Pß ; p4; Pi ; 

2) die sechs Punktequadrupel 

Pi; Pe; Ps; Pö ; Pö ; Pa; p4; Pi ; Pi ; p4; Pe ; Pö 5 
Pi; Pi; P6; Po; Pi, Pa; p6 ; Pi ; Pl ; p4 > Pß ; p6; 
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3) die drei PuDkteqaintipel: 

Po P2; Psy P4, Pö? Psy Pi ; p6 7 p4> P« 5 p4; Pi » p6 ; p3; p6- 

Endlich bestimmt eine Pudktgruppe des Indexsystemes 

IV. e7(Pi) = p2, P6> P5; Ps, P4> «^(Ps) = p3 » Pc » Pll p4 ? p5 > 
«^(P8) = P4J P6> P27 P6> Po ^(P4) = P6> Pc J Ps ; Po Pi J 
«^(P5) = P6> P4; P2» P37 Pl» J^(p6) = Po P2» p3 ? p4 > p6 

als GrenzTielecke seiner primären Strahlenbereiche: 

1) die zehn Punktetripel 

P6 7 Po P2; P6» P27 Ps; P6> P3J P45 P6? P4> P5; p6 > Pö J Pl 5 
P2; PfW P3; P6> P8;«P0 Ps> Po P4; Po P47 P2; p4 » p2 > Pö ; 

2) die sechs Punkteqaintipel 

Po P6» P4> P6» Ps; PöJ P8> P2> Pßy Pi; Psf Po Pß ? Pf, > p4 5 
Po P4; P3> P6> P2; P4> P2> Po P6> Pb'j Pi J p6 f p8 ; Po p4 • 
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Aus der im vorigen Paragraphen erkannten Möglichkeit, ein in 
der Ebene veränderliches Punktsystem $e' durch stetige Bewegungen 
seiner Elemente in ein festliegendes ihm äquivalentes anderes $g" 
so entsprechend überzuführen^ dafs während der Überführung je drei 
Punkte von ^q in allgemeiner Lage verbleiben, folgt für die stetige 
Überführung zweier allgemeinen aber inäquivalenten Punktsysteme 
ineinander die Notwendigkeit des Durchganges eines von ihnen durch 
einen solchen Grenzzustand, in welchem mindestens drei seiner Ele- 
mente ein und derselben Geraden angehören. 

Ein singuläres Punktsystem ©^ ist hiernach als ein 
gemeinsamer Grenzfall zweier oder mehrerer inäquivalenten 
Punktgruppen aufzufassen. 

Um rücksichtlich der vier Typen allgemeiner Punki^ruppen 

I. 5ß, , IL ^, , III. sße , IV. % 
die gemeinsamen Grenzzustände festzustellen, gehe man aus von 
einem durch die positive Punktefolge*) 

Pl» P2; P37 P4) Pö^ Pc 

*) Allgemein wird die einem positiven Umlaufe eines einfachen konvexen 
fi-Eckes entsprechende Eckenfolge 

Pi > Pj » P3 » • • • 1 Pn 

als positive Pnnktefolge bezeichnet. 
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dargestellten Systeme I. ^g'. — Die in dem allgemeinen fünfponktigen 
Systeme 

*6 = Pl; Pi, P9> pAf P6 

von resp. den Geraden 

1) \P27 PlL IPl; Pol» \P67 P4l> 
3) I P6 » P2 I » I i^l > P3 I 7 I Pl ; )^4 U 

4)H)4;Pil; IPoPsU IPs^^^öt, |P6, P2I, 'P2, P4I 

eingeschlossenen endlichen Flächen seien kurz unterschieden durch 
resp. die Benennungen: 

^U ^3? ^8J ^4- # 

Indem man alsdann den Punkt p^ durch fortgesetzte Bewegung 

1) aus der Fläche F^ durch die Gerade | pi , ps I ^^ ^^^ Fläche F^, 

2) aus dieser durch die Gerade | p^, p^l in JP^, 

3) hieraus durch die Gerade | p^, ^^5 | in F^ überführt, 
erhält man entsprechend den successiven Lagen von pg in 
den drei Flächen 

Fiy F^y F^ 

drei Repräsentanten der Punktegruppen 

II. %, III. ^„ IV. ^,. 

Es werde der stetige Übergang eines Fundamentaltripels 

Ph Pk, Pl 

aus der allgemeinen Lage 

KPo pk, pi) = ±l 

durch die singulare 

<Ph pk, Pd = 
in die allgemeine Lage 

ciPi, Ph ^) = + 1 

als eine Inversion des Tripels bezeichnet. — Klassifiziert man die 
einzelnen Neubildungen^ welche durch solche Inversionen aus einer 
und derselben Punktegruppe ^^ entstehen, so findet man leicht die 
folgenden Beziehungen: 

Eine Punktegruppe I. 5ßg geht, welches ihrer Fundamentaltripel 
auch eine Inversion erfahren mag, allemal in eine Gruppe IL ^^ über. 

Eine Gruppe IL $ßg wird 

a) durch die Inversion eines der Fundamentaltripel 

Plf P5, P6 «nd p8, p3, p^ 

von einer Gruppe I. 5ße, 
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b) durch diejenige eines der 2 • 2 Fundamentaltripel 

Pu Pey P*; Pö; Pdf P% «»^ Pm p2i PsJ P6. p4; p3 

aber von einer Gruppe III. 5ßg getrennt. 
Ein Punktsystem IIL ^^ geht 

a) infolge der Inversion eines der sechs Fundamentaltripel 

Pe, PiJ Ps; PerpiiPij Pi>p2^p3; Pi> Pf», P*; 

Pa? Ps; P*; P5» P4, P3 
in ein System II. ^^^ 

b) durch diejenige des einen Fundamentaltripels 

P6» P2» P6 

in ein System IV, ?ßg über. 

Dieses letzte System endlich mufs mittelst jeder Inversion in 
ein System IIL ^^ zurückgeführt werden. 

Aus alledem ersieht man, dafs die beiden Punktegruppen 

I. ^ß und IV. 5ße 
gegenüber den beiden anderen 

IL % und IIL % 

dadurch ausgezeichnet sind, dafs aus ihnen auch bei Inversionen 
verschiedener Fundamentaltripel doch stets äquivalente Gebilde re- 
sultieren. 

Wenn mit Bezug auf zwei inäquivalente Punktsysteme ^^ die 
kleinste Anzahl von Inversionen, welche zu ihrer kontinuierlichen 
Überführung ineinander erforderlich ist, als das Mafs der Inäqui- 
valenz beider definiert wird, läfst sich der geschilderte Zusammen- 
hang zwischen den vier typisch verschiedenen Punktegruppen ^^ so 
aussprechen : 

Das Mafs der Inäquivalenz zweier Punktegruppen der 

I. %, II. %, III. ^e, IV. % 

wird durch die absolute Differenz ihrer Klassenindices an- 
gegeben. 

Es seien die aus den drei Punktegruppen 

I. «ße. n- ?«, in. ^6 

gemäfs den resp. Bedingungen 

<Pm Po» Pf.) = 0, c(p., p6, pj = 0, c())„ pe, pg) = 
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entstehenden singulären Systeme ersten Grades bezeichnet durch: 

®x', ©;, ®,'. 

Da im Falle zweier äquivalenten Systeme 

@a' und ©ä' 
die in ihnen enthaltenen allgemeinen Punktegruppen 

^6 = Pn P8> • • • » ^> U»^ ^5 = Vu P2^ • • -J Pö 

ebenfalls äquivalent sind; können diese nach § 8 stetig in einander 
übei^efQhrt werden^ ohne dafs eine einzige der auf den Verbindungs- 
geraden ihrer Elemente bestimmten primären Grenzstrecken ver- 
schwindet 

Man kann sich deshalb während des Überganges von $5 in % 
die Punkte 

p6 ^»d P6 

auf den durch sie gehenden Primärstrecken 

s und s 

stetig mitbewegt denken und nach erfolgter Coincidenz beider Gruppen 
sie sich ebenso vereinigen lassen. Also folgt: 

Zwei äquivalente Punktsysteme ©/ und ®k können 
allemal unter Erhaltung ihres beiderseitigen Charakters 
durch kontinuierliche Bewegungen ihrer Elemente ent- 
sprechend zur Deckung gebracht werden. 

Wie die stetige Überfiihrbarkeit zweier inäquivalenten allgemeinen 
Punktsysteme ^^ an das Auftreten eines gemeinsamen singulären 
Grenzsystemes @/ ersten Grades gebunden, so ist die analoge Ver- 
einigung zweier inäquivalenten Systeme dieser Art nur durch ihren 
Übergang in ein gemeinsames singuläres Grenzsystem @ '' zweiten 

Grades möglich. 

Man findet: 

1) als gemeinsamen Grenzfall der drei Gruppen 

I. ^e, IL $ß„ III. «ß, 

das aus der ersten gemäfs den beiden Bedingungen 

<pB7pup2) = und c(p6, P6, Pi) = 

resultierende System S^"; 

2) als gemeinsamen Grenzfall der drei Gruppen 

II. ^„ UI. ^e, IV. % 
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die aus der letzten zufolge der Bedingungen 

entstehenden singulären Systeme 

®,", ©.", ©*"• 

Das aus I. $g durch Verschwinden der Fundamentaltripel 

hervorgehende System ®^" bildet nur einen gemeinsamen Grenzfall 

der beiden Gruppen 

I. $e und IL %. 

Man beweist leicht, wie oben, mit Hülfe zweier äquivalenten fQnf- 
punktigen Systeme die Möglichkeit stetiger Translation je zweier 
äquivalenten Systeme @a''. 

Als gemeinsame Grenzfälle aller vier Punktegruppen 

I. ^., IL ^., III. ^„ IV. ^e 

ergeben sich: 

1) aus I. ^Q entsprechend den Bedingungen 

a) c(Pi, p2, Pz) = <Piy Ps7 Pi) = <P8, ^i, Pö) = 0, 

b) c(p5, |)e, Pi) = <Pu P2; Ps) = KP», *^4, P6) — 0, 

2) aus IV. $0 entsprechend den Bedingungen 

a) c(Pi, pa, p8) = c(p„P3,l)J = c(pi, Pe, P4) = 0, 

t) <P3; P2, Pi) = c(p8, p4, P5) — <P2, Pe, P4) = 
gebildeten singulären Systeme dritten Grades 

a) ©/" und b) ©/". 

In der That kann man aus einem Systeme @|"' der ersten Ent- 
stehungsweise durch passende Bewegungen seiner Elemente unmittel- 
bar zu den vier allgemeinen Gruppen ^^ zurückkehren. — Unter- 
scheidet man nämlich die beiden Teile der Ebene, in welche diese 
durch die nach Lage und Richtung gegebene Gerade 

I Pu P2 I = 1 P2, P3 I ^ I P8» P4 I = I P4; P& I 

zerschnitten wird, wieder durch 

+ E und —E, 

lä&t darauf die Elemente der vier Tripel 

1) Pl, P2; P3» 2) p^, pij p3, 3) p3, p,, p5, 4) pj, p^, ^3 

Kberhard, Geometrie. 12 
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in vorstehender Reihenfolge nnd unter Vermeidung neuer Singulari- 
täten aus ihrer lineal abhängigen Lage zu den Punkten 

1) 2) p^ und p5, 3) p2 und p^, 4) p, und pr, 

in resp. die Halbebenen eintreten 

1) +E,+E,+ E, 2) +E,+E,- E, 

3) -E,-\-E,+ E, m + E, +E,+E, 

SO erhält man^ wie behauptet, die vier Systeme 

I.?ße, n-^6, III. ^e, IV. ^«. 

Analog gelangt man unter Annahme eines aus dem allgemeinen 
Punktetripel 

und den Punkten 

P2; P4i Pg 
auf resp. den endlichen Strecken 



Pi>Pz7 p3?P6» P5; Pl 
gebildeten Syßtemes ©g"'; respektive dadurch zu den Punktegruppen 

I. ^„ II. ^«, III. %, IV. %, 
dafs man die drei Punkte 

unter Aufhebung ihrer singulären Lagen vermöge stetiger neue Be- 
sonderheiten vermeidender Bewegungen 

1) entweder sämtlich in die Umgebung — 

2) oder zu zweien in die Umgebung, zu einem in das Innere — 

3) oder zu einem in die Umgebung, zu zweien in das Innere — 

4) oder sämtlich in das Innere — 

der endlichen Dreiecksfläcbe A(pi, p^, p^) verlegt. 

Weitere den obigen inäquivalente singulare Punktsysteme dritten 
Grades findet man als gemeinsame Grenzfälle der drei Punktegruppen 

I. ^„ n. 5ße, in. 5ßo, 

indem man das System 

I-^o 
den Bedingungen unterwirft: 

c(Pi, Pi, Ps) = c(P«, Ps. P*) = cip^, p„ p,) = 0. 

Denn bezeichnet man die durch die Geraden 

iPuPil und \pe,pt,\ 

*) In diesem Falle mfissen die Ptinkte )>, und p^ gleichzeitig in die Halb- 
ebene + E eintreten. 
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bestimmten vier Teile der Ebene in der einer positiven Umkreisung 
des Punktes p^ entsprechenden Folge mit 

«?!, «72, f«?3, «7^, 

und wählt zu dem Ausgange der Bewegung die Fläche A(p^, p^y p^), 
so erhält man je nach den successiven Übergängen der Punkte 

Pi und p^ 

1) a) in Wi und w^, b) in tp^ und w^, 
c) in w^ und tc^, d) in u;^ und w^ 

eine Gruppe I. ^ßg, 

2) a) in to^ und w^^ b) in to^ und tv^ 
c) in «73 und «7^, d) in w^ und ti;^ 

eine Gruppe IL^^ßs- 

Dagegen führt der successive Eintritt der Punkte 

p^ und p^ 

1) a) in Wi und w^y b) in u?, und ti\ 
zu einer Gruppe I. ^g, 

2) a) in tv^ und «7^, b) in u?i und «7^, 
c) in «7^ und «7^, d) in tc^ ^^^ ^s 

zu einer Gruppe II. ^^, 

3) a) in Wi und tr^, b) in w^ und «7, 
zu einer Gruppe IIL 5ßg. 

Auch hier gilt der Satz: 
Zwei äquivalente Systeme @a'" sind allemal ohne Änderung 
ihres Charakters stetig in einander überführbar. 

Endlich resultiert als einziges singuläres System vierten Grades 
das aus IV. ^^ zufolge der Singularitäten 

c(pi, p2, P3) — c{p^, pi> P5) = <pu p6> Pi) = c(p5, p^, p;) 

entstehende gemeinsame Grenzsystem der drei Punktegruppen 

II. ^„ III. «ß,. IV. ?e. 

Seien nämlich die in den Punkten 

p3 w"<J Pg 
durch die zwei Paare singulärer Geraden bestimmten 2 • 4 Winkel in 
positiver Umdrehungsfolge gegeben durch resp. 

<", W7/", <", <" und «7(J), M;(ß), iC7(J), W7(J), 

«"= Pal ^2,^4! und «;<«> EE »)c I p4, P2 I) 
dann entsprechen dem Austreten der Punkte 

Pi und p^ 

12* 
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aus ihren singulären Lagen in resp. die Winkel 
1) a) in w^" und w^^^^ b) in w^" und w;^*^, c) in «72'' ^^^ ^'^5^ 
d) in w^" und vß^y e) in w^*' und w;(J>, f) in w;/" und vß^ 
eine Punktegruppe II. ^g, 

2) a) in w;/" und m;<6), b) in «;/" und w;^^), 

c) in Wg'" und w;^J), d) in m;^"' und w;(J^ 

e) in w?/" und w/^\ f) in «;8''' ^^^ ^?; 

g) in w?/" und 'uß^, h) in w?/" und vß^ 
eine Punktegruppe III. ^g, 

" 3) a) in wl" und M;(f , b) in <" und m;^«) 

eine Punktegruppe IV. ^ßg. 

Eine besonders bemerkenswerte Eigenschaft dieses letzten Sy- 
stemes ©^^^ stellt die durch dasselbe bedingte Einteilung des ebenen 
Strahlenfeldes in die zwölf Primärbereiche dar: 

P6 I Pn PSJ P6 I Ps; P»; P6 I Pl7 P6J P6 I P2> P4- 

Als Ergänzung des Theorems (11) besteht noch der Satz: 

In jedem singulären Systeme ?ßß bestimmt das voll- 
ständig nach Charakteristiken und Hauptpunkten bekannte 
System der Fundamentaltripel dessen totalen Charakter. 

Denn dadurch, dafs in einem von dem singulären unendlichen 
wenig verschiedenen allgemeinen Systeme mehrere Fundamentaltripel 
singulär werden, wird weder die Charakteristik noch der Hauptpunkt 
eines allgemein bleibenden Tripels verändert. 



§ 11. Beschreibung einer aUgemeinen Punktegruppe $„ ans dem 

Systeme ihrer FnndamentaltripeL 

Die Lösung des in § 9 behandelten Problemes, inwieweit eine 
allgemeine Punktegruppe $g durch das System ihrer Fundamental- 
tripel bestimmt sei, gliederte sich in folgende Abschnitte: 

1) in die Aufstellung aller derjenigen aus sechs gegebenen Ele- 
menten 

PlJ P27 P3; P4> P5, Pü 
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zu bildenden Combinationen von Tripeln^ welche den in § 7 ange- 
gebenen formalen Eigenschaften einer Verkettung von JPundamental- 
tripeln in einem Punktsysteme entsprechen; 

2) in die Ermittelung derjenigen unter allen so resultierenden 
Combinationen, welche ein Schema 

von dem formalen Charakter eines Indexsystemes definieren; 

3) in den Nachweis, dafs die Verschiedenartigkeit zweier Index- 
systeme derselben Verkettung von Fundamentaltripeln rücksichtlich 
der ihnen zugeordneten Charakteristiken — und Hauptpunktreihen 
letzterer fdr mindestens ein Paar entsprechender Tripel entweder ent- 
gegengesetzte Charakteristiken, oder veränderte Hauptpunkte, oder 
beide Unterschiede zugleich bedingen. 

Es ergab sich, dafs ein beliebiges allgemeines Punktsystem ^q 
unzweideutig charakterisiert ist, wenn das System seiner Fundamental- 
tripel vollständig beschrieben ist. 

Diese Methode bietet zwar einerseits den Vorteil, alle in der 
Ebene möglichen inäquivalenten Verteilungen von sechs Punkten 
kennen zu lernen, birgt aber andererseits den Nachteil, die genaue 
Kenntnis jeder einzelnen Verteilung als notwendige Vorbedingung 
eines Schlusses zu verlangen, welcher sich auf eine alle unterschie- 
denen Punktsysteme gleichmäfsig betreffende allgemeine Eigenschaft 
bezieht 

In dem Falle eines Punktsystemes ^„ wird deshalb die Frage 
nach der allgemeinen Bedeutung der Fundamentaltripel an erster Stelle 
und unabhängig von dessen verschiedenen Erscheinungsformen zu 
behandeln sein. Damit treten aber ganz neue Gesichtspunkte in den 
Vordergrund, in deren Verfolg auch neue üntersuchungsmethoden 
zur Geltung kommen. 

In Anbetracht der über die Punktsysteme ^^ abgeleiteten Sätze 
wird man die streitige Hauptfrage a priori so formulieren: 

1) Stimmen zwei allgemeine Punktesysteme 

^»' = Vi} P2 9 "-ypn und 5ß/' = |)i", p/', . . . , p, 
mit korrespondierenden Fundamentaltripeln 

(A=l, 2,.3, ...,i;) 
von gleichen Charakteristiken 



'n 
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und entsprechenden Hauptpunkten 

V4 und p;i 

allgemein auch in den Indices korrespondierender Elemente überein? 
Dieselbe entscheidet sich offenbar zugleich mit der anderen: 
2) Besitzen zwei allgemeine Punktsysteme 

¥«i' = Pi'> Pa'; • • •> Pn' und 5ß»"= pi\ P2'} • • ') Pn' 
mit den Indexsystemen 

'J(Pl) = Pa„ Pc^, Pi, . . ., 'J'ipn = Pa,y pü^, Pa„ • • • , 

'J(Pi) = Pön PLf Pb,} • • -1 'J(P%') = Pfi[} Wl» Pß\> '"7 



'J(Pn) = Pr,y Pr., P^,, • . ., '*^(pii") = P^i, 1?^, pQ^y • • -, 

WO unter allgemeiner Annahme gleicher Suffixe 

«1 = «o ^ = A» • • • > ^1 = Pi 

für die Anfangselemente entsprechender Indices in mindestens einem 

Paare solcher 

'Jip,') und 'J(pn 

zwei an entsprechenden Stellen stehende Elemente 

Ph ^^ P^l 
verschiedene Suffixe aufweisen 

stets ein Paar korrespondierender Fund amental tripel 

pi7 pk7 pi ^d p/', pk', pr, 

welche entweder in den Charakteristiken, oder in den Hauptpunkten, 
oder in den einen wie in den anderen differieren? 

In der That wird eine Bejahung bezw. Verneinung der zweiten 
auch eine Bejahung bezw. Verneinung der ersten Frage inyolyieren. 

Die Behandlung des Problemes in der zweiten Fassung verlangt 
je nach den Verschiedenheiten der verglichenen Indexsysteme auch 
veränderte Schlufsweisen, und zwar unterscheidet sie die beiden 
Hauptfalle: 

1) wo alle Unterschiede in den Elementefolgen entsprechender 
Indices lediglich aus dem Wechsel der Drehungsrichtungen entspringen^ 

2) wo besagte Unterschiede für mindestens ein Paar entsprechen- 
der Indices 

'Jipk) - K, Pk, PL ... und '/(PO = p;:, p^, p;:, . . . 

ih = «.) 
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unabhäsgig von deren Drehungssinn gelten^ so daDs weder die Gleichung 

noch die andere 

für jedes beliebige h erfallt ist. 

Der erste Fall erledigt sich leicht mit Hülfe des folgenden 
allgemeinen Satzes: 

Wenn für zwei Punktsysteme 

die Indices entsprechender Punkte 

Pä' und pk' 
der Gruppen 

5ß^'= p/, ...,pm und 5ß;„"= p/', .,.,p, 
ganz analog gebildet sind, 

'J{Ph) = Ph,y Ph^j I^A., ... und V(pr) = Pa[, Wi; Wi» • • • » 
und wenn die Indices entsprechender Elemente 

p{ und pr 

der restierenden Gruppen 

sich nur im Drehungssinn unterscheiden, 

'^{Pi) = Ph\ Pi^7 Pi!} • • • und 'J{p(') = . . . , p,/', p»,", pi/', 
so giebt es in den Ebenen der beiden Punktsysteme alle- 
mal zwei Geraden 

g' und g", 

welche dieselben in resp. die Gruppen teilen: 

?ß„'|^;-» und 5ß„"|*--m- 
Der Beweis stützt sich auf die in § 9 gefundenen Hülfssätze: 

1) dafs je zwei Punkte 

phy pi oder pk', pl' 
(Ä = 1, 2, • • •, iw, i = w + 1? *w + 2, • • •, w) 

aufserhalb der durch je drei Punkte aus resp. den Gruppen 

?ß;_„, «ß„' oder ?ß;'_„, ^„" 

bestimmten endlichen Dreiecksflächen liegen; 

2) dafs je zwei endliche Strecken 

IPax^PäJi und \piypi,\i bezw. \ph[, phX und \pl[, pl'X 
einander nicht schneiden. 
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Zufolge derselben können die den Gruppen 

^«' und %^rn bezw. ^^J' und ^;'_„, 

zugehörigen Aufsenpolygone 

P/ und P/ bezw. P/' und P/' 

kein gemeinsames Flächenstück besitzen. Es mufs alsdann das eine 
ganz aufserhalb des anderen liegen, so dafs beide durch eine Gerade 
getrennt werden können. Q. e. d. 

Nun kann man das Punktsystem ^n unter Erhaltung seiner 
Fundamentaltripel dadurch stetig in ein dem Systeme ^n'' isothetisches 
Dn überführen, dafs man das Punktsystem ^^ aus einem aufserhalb 
seiner Ebene E' liegenden Punkte o durch ein Strahlensystem D*/ 
projeciert, darauf in E' zur Geraden g' jenseits der Gruppe $m eine 
Parallele g^ zieht und endlich um letztere als Achse eine yeränder- 
liche Ebene samt ihrem Durchschnittsysteme mit 27/ aus der Lage 
E' auf passende Weise d. h. ohne o zu passieren, bis in eine zur 
Ebene [g'y o] parallele Lage E bringt. 

Während dieser Überführung erfahren aber alle die Gruppen 

ip; und ^;_„ 

verbindenden Fundamentaltripel eine Änderung ihres Charakters. — 
Besagte Fundamentaltripel zerfallen nämlich gemäfs der VerteiluDg 
ihrer Elemente auf beide Punktgruppen in zwei Arten: 

1) in Tripel der Zusammensetzung 

2) in Tripel der Bildung 

Phy Pt{, Pi[. 

In einem Tripel erster Art tritt der Punkt p{ beim Passieren der 
unendlich fernen Ebene von der einen auf die andere Seite der Ge- 
raden I ph[, ph^ I über, und es gilt daher die Beziehung: 

Zugleich verwandeln sich die primären Strahlenbereiche 

poo I K> Pä1> pi ; pi I phi, K ; ph, 1 K> Pi'i pA^ I Wx; pi 

in resp. die anderen: 

^i I ^Ä. , q*, ; poo I (\h,y q*,, q,- ; q*. | q*,, q< ; qA, | q^, q* . 

Bei einem Tripel zweiter Art bleibt zwar die Charakteristik dieselbe, 
dagegen wechselt es seinen Hauptpunkt, und zwar korrespondieren 
den vier Primärbereichen 

Po. I pH, P/,, Pil ; P// ! Pu , K ; P^\ I Pa', P,-: ; P/I I Pa', P.-: 
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resp. die vier anderen: 

flA 1 (\i„ (\,\ ; t?« I q*, q,„ q/. ; (\u \ (\h, q*, ; q.-, | q*, qi. . 
Man bemerkt nämlich mit Bezug auf ein Fundamentaltripel 

Px, \>Vi} Ph 

der einen wie der anderen Art; dafs, falls g eine Gerade des Be- 
reiches py/lf/; Pi^ darstellt, die Ebene E von den Strahlen 

|o, ^'1 und |o, p;j 

auf der einen, von der Geraden 

« 

auf der anderen Seite ihrer Schnittlinie mit der Ebene [O; g'] ge- 
troffen wird. 

Indem man die für das sechspunktige System eingeführten Be- 
griffe äquivalenter und isothetischer Punktegruppen allgemein an- 
wendet, wird man den Satz formulieren: 

In zwei äquivalenten aber nicht isothetischen Punkte- 
gruppen 

5ß/=<)/, ...,p/ und 5ß/'= »)/',..., p/' 

giebt es mindestens ein Paar entsprechender Fundamental- 
tripel 

pi, pkf pi und pi\ pi\ pr, 

welche entweder in den Charakteristiken nicht überein- 
stimmen oder doch in den Hauptpunkten nicht korrespon- 
dieren. 

Gleichzeitig findet man als Verallgemeinerung eines zweiten in 
§ 9 bewiesenen Satzes das wichtige 

Theorem 12: Ist unter den 2(°) formal bestimmten Index- 
systemen 

J(Pl)^J(p2),'">J{Pn) 

irgend eines realisierbar durch ein Punktsystem 

-P« = t^l; p2; • • •? Pn) 

SO kommt diese Eigenschaft allemal noch ebensovielen 
anderen zu, als eine in der Ebene von $„ bewegte Gerade 
verschiedene Lagen zu letzteren annehmen kann. 

Weit schwieriger als der erste ist der zweite Teil der gestellten 
Frage zu entscheiden. Es erscheint deshalb zweckmäfsig, einige all- 
gemeine Betrachtungen vorauszuschicken. 
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Das rücksichtlich des ersten Teiles erhaltene Besaltat läfst be- 
treffs der in Hinsicht auf den zweiten zu gewärtigenden Antwort 
keinen Zweifel. Man wird sich von vorneherein die Aufgabe stellei], 
nachzuweisen^ dafs durch die Inäquivalenz der Indexsysteme 

'J(p;) und V(KO 

(A = l,2,...,n) 

zweier allgemeinen Punktegruppen 

^„' und ^»" 

st-ets auch die Inäquivalenz der Systeme ihrer Fundamentaltripel be- 
dingt ist. Dieser Zusammenhang mufs aber in dem Malse klarer 
hervortreten, als es gelingt, die charakteristischen Abweichungen der 
beiden Indexsysteme von einander zu analysieren. 

Bekanntlich ändert ein Punktsystem ^n bei stetigen Bewegungen 
seiner Elemente den Charakter nur in zwei Fällen: 

1) wenn ein Punkt pi die unendlich ferne Gerade passiert, 

2) wenn die Elemente eines Fundamentaltripels aus der allge- 
meinen durch die lineale wieder in die allgemeine Lage übergeheo, 
d. h. wenn ein Fundamentaltripel eine Inversion erfahrt. 

Im ersten Falle wird die Änderung eine uneigentliche, im zweiten 
eine eigentliche genannt. 

Aus jeder stetigen und endlichen Translation zweier derselben 
Ebene angehorigen inäquivalenten Punktegruppen in einander, von 
denen die eine als beweglich, die andere als fest gedacht wird, kann 
man eine Verbindung ableiten 

5ß„?»', ?»",..., 5ß<r),f-, 

in welcher je zwei benachbarte Gruppen durch die Inversion eines 
einzigen Fundamentaltripels unterschieden sind. Wenn beispielsweise 
die Punkte 

successive auf den endlichen Strecken 

stetig in die anderen tibergehen 

wird man mit jedem dabei erfolgenden Durchgange eines Punktes p» 
durch eine Gerade | p*, Ißf | aus dem jeweiligen Zwischensysteme ^^ 
in das nächstfolgende $ß(*+i) gelangen. 



L 
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Der Inversion eines Fundamentaltripels pi, pk, pi von ^n entspricht 
als einfachste Änderung in dem zugehörigen Indexsysteme die Per- 
mutation je zweier der drei Elemente pi, pi, pi in respektive den 
Indices 

'JiPd, 'Jip>d, 'J(h)- 

Es soll dieser Prozess als ein irreduciheler oder als Elementwechsel 
schlechthin bezeichnet werden. 

Demnach ergiebt sich als natürliche Quelle der gesuchten Ana- 
lyse die Lösung der Aufgabe: 

Ans den formalen Verschiedenheiten zweier gegebenen 
Indexsysteme 

r. 'J.(^), 'J,(p,),..., 'Ji(p.) und L 'J(pO, 'J(p,),..., 'J(p«) 

eine Folge yon nacheinander möglichen Elementwechseln 
abzuleiten, welche das erste in das zweite umformen. 

Dieses Problem führt in allen Phasen seiner Behandlung auf die 
Grundoperation der entsprechenden Umwandlung eines beliebigen in 
ein Fundamentaltripely welche ihrerseits auf gewissen aus den Bildungs* 
gesetzen des Indexsystemes zu folgernden allgemeinen Bestimmungs- 
weisen solcher Tripel beruht. 

Als erstes Ziel bietet sich die Überführung eines Index von I' 
auf die durch den entsprechenden Index von I gegebene Form. 

Angenommen, die Indices 

'Jl(p,) und 'JQf,) 
zeigen die differierenden Darstellungen: 

und _ 

«^(Pl) *= h> ^^3; • • •; Pa-i; pü) . . ., Pm 

SO bestehen in dem Systeme V nach Theorem (6) auch die anderen: 

«'l(Pa) *== ^7 fll; ^27 • • •> fl«; Pau • • •; 
«^l(Pai) = Pi, Äl; ^27 ' ") ^«7 ^^o, . • ., 

WO die beiden Reihen 

^U ^27 • • '7 fla U^d fll7 ^27 • • -7 ^a 

dieselben u Elemente pt umfassen. 
Es sei 
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Indem man für die Elemente 

respektive die nenen Benennungen einführt 
schliefst man aus den Indices 

^l(Pa) = Pa^, pa,y • • • HUd Ji(pa,) = pay Tj , tg, . . . , Tc. , po,, • • 

auf den Index: 

«^i(K) ~ Pa; ^IJ ^8; "'} ^«1» Pai> • • • • 

Es sei 

Indem man den Elementen 

respektive die neuen Bezeichnungen beilegt 
folgert man aus den Indices 

J^liPa,) = Pa., pa., ... UUd t7i(pa,) = pa,, fi, fa, • . ., k» Po., • • • 

den dritten: 

Diese Schlufsweise kann man offenbar so lange fortsetzen, bis in der 
unzweideutig bestimmten absteigenden Reihe positiver ganzer Zahlen 

a, €Ci, «2; ^8; • • •» "^ 

die zuletzt resultierende Gröfse ax den Wert 1 annimmt. Alsdann 
besteht das Schema: 

^l(Pa) = Pn ^U ^29 •••> fl«-l? P««> Pa.7 •••> 
^'ivP«!/ ""^ P«> ^IJ ^2> • • •> ^«j — 1; Po»; Po»? • • •> 



«^i(P«J *" Poji— 1> P^x^2y Pn-{.v ••*' 
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wo in der Eomplexionenreihe 

äi ^ J«^ ^ ^^fl;i+2 
jede folgende einen Bestandteil der vorangehenden bildet. 
Es zeigen aber die Formen der beiden letzten Indices 

JliPaj) und Ji(pax + i)j 

dalB die Elemente 

Paif Pax^if Pax+i 

ein Fundamentaltripel bestimmen. 

Diese allgemeine, stets mögliche, rein formale Bestim- 
mungsmethode des letzteren bietet die notwendigen und 
hinreichenden Mittel, eine Succession von Fundamental- 
tripeln aufzustellen, durch deren in entsprechender Folge 
auszuführende Inversionen der Stellenwechsel zweier be- 
nachbarten Elemente eines Index bewirkt wird. 

Denn gesetzt, man habe mit Hülfe derselben rücksichtlich dreier 
Indices der Formen 

J(pa) = Pi, qi, q», . . ., qa=pa.; Pa„ • • ., 

^\Pai) = Pi > qi; ^29 • • •> Pa^f ^Ot} • • •? tj>, t| , pa^ . . ., 

•'CPfl») *™ Pa) ^1 ; ^a? • • •; ^a^} Paiy • • • 

für jeden Wert 

«1 ^ 1 , 2, • . . > Ä — 1 

allgemein die Existenz einer aus den Elementen 

tj, tg, . . ., toi, pa^y pOi 

gebildeten Succession von Tripeln nachgewiesen 

durch deren in entsprechender Folge vollzogenen Inversionen die In- 
dices resultieren: 

^iPox) = Pi; qij q«; • • ., q«-!; Po«, Püf • . ., 
«^(P«J = Pa> P«*> •••? 

80 liefert die Inversion des dadurch entstandenen Fundamentaltripels 

Pa, K, Pa, 

die neuen Indices: 

^(Pa) =» Pi> qi» q2? • • W q«-l> Pa,, Po,, . . ., 

«^(p«i) = Pif qi» qai • • •; q«-i» p«» p««» • • •; 
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während der Index Ji(}>i) ungeändert bleibt. 

Nach der getroffenen Voraussetzung läfst sich dann aber eine aus 
den Elementen 

gebildete Folge von nacheinander hervortretenden Fundamentaltripeln 
angeben 

^ ' cy ' er* ' 

durch deren successive Inversionen, wiederum ohne Änderung von 
Ji(pi), zunächst die Indices entstehen: 

^(P«) = Ply Pa,y ... und J(P0 = p^, pa,'". 

Die darauf erfolgende Inversion des neuen Fundamentaltripels 

Pu Paj pa, 
läfst den Index Jii^^ in die Form übergehen: 

J{Pd = P%} ^'s? • • -y Pa-i; • • • > Pay K; * ' '• 
Die Transformation eines Index 

^\{Pl) ■*= P%) Pz} Pai "'} 1^a-l, . . •, P<H9 Pa^, pa^, pa, ... 

auf die Form 

'«^(Pl) === P2> ^3; P4> ' • } Pa-l, . . •, P<h) Pa^, Pa, pa,, - • . 

bezw. auf die andere 

'«^(l'l) = P2t PS7 P4> "f Pa-lf pa, ... 

durch ausschliefsliche Inversionen von Fundamentaltripeln ist hier- 
nach bedingungslos ausführbar, wenn sie unter der speziellen Vor- 
aussetzung 

«1 = a;i = 1 
vollzogen werden kann. 

Für diesen Fall hat man indessen die Indices 

'J(Pl) = Pan pa, ...; 
J^iPa) = Pi, q,, pa,, . . . ; J(pad = Pi, (\i, pa, • . .; 

und es liefern demgemäfs die successiven Inversionen zunächst des 
Fundamentaltripels 

^l; pa, Pa^ 

und darauf des anderen 

o . ^ Pu Pa, Pa, 

den geforderten Index 

'^(Pi) = P«, P«„ •-. 
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Den Torstehenden Umformungsprozefs dareh ein Beispiel zu erläutern^ 
diene das Indexsystem: 

'«'^(^i) = P27 Pi7 Pe; Piy p7> Ps'j '^(Ps) = P97 Pa7 P77 p6> Pey Pi 5 
'J(Pi) = P4> pro, P77 p6> Pn 1^2; 'JiP*) = Pij Piy Pu Pg> Piy Ps; 
'JiPs) = Pi? Pg> Pi7 Pi, P3i P4; 'JiPe) = P7> Ps; P2; Ps; Pi; PiJ 

'«^(P?) = Pl> P6J P87 Pö» Ps» P4- 

Dasselbe entspricht einer Punktegruppe $7^ gebildet aus den fünf 
Punkten der positiven Folge 

Pi; P«i Psi P4> Pö 

und zwei Punkten 

P6 «öd P7 

innerhalb der von respektive den zweimal drei Geraden 

I Ps7 Pl I? I Pii P4 I, I P27 P6 I ^^^ I P2? P6 1» I Pft; Ps I; I Pn p4 I 

eingeschlossenen endlichen Flächen. 
Es ist die Aufgabe^ den Index 

'«''(Pl) = P2> Ps} Pe; P4; Pu Pö 

zu transformieren in den anderen 

'«^(Pl) = P2? Psj P4; P6; P6; P7- 

Der Stellenwechsel der Elemente p^ und ^4 folgt aus der Inversion 
des Fundamentaltripels p^, p^^ pg. Dieselbe liefert: 

'^(Pl) = P2; PS7 P4> Pdf P77 Pö » '^(P4) = Pö» P7) P67 Pl; P2» P3 9 

'^(Pe) = P7? Pö? P2; Ps; P4> Pl- 

Um weiter in ^J(pi) die Elemente p^ und p, zu vertauschen, führe 
man gemäfs den Indices 

''^(Pb) = Pu P67 P2; P7; P»7 P4 und '/(p^) = Pl, p6, <Jfc, ^5, pj, p^ 

erst die Inversion des Fundamentaltripels pr,y p^, p^ und dann die- 
jenige des neuen ^5, p^, p^ aus. Dadurch findet man: 

'«^(Pö) = Pn P7> Per P2? Ps» P4J '^(P?) = PlJ Pö? P67 P2> PS7 p4 

und 

'J(Pi) — P3? P47 Pö? P7? P67 Pl 7 '^(Pß) = Pö? P7? P2? P3? p4? Pl • 

Die folgende Inversion des Fundamentaltripels pi, ^5, pj ergiebt: 

'«''(Pl) = P2? P3? P4» Pc? Pö? P7? '«^(Pö) = P7? Pl? P(?? P2? Ps? p4» 

'J(Pr) = Pö» Pl? Pc» P2» P3? P4- 
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Endlich bestimmt die Inversion des Fundamentaltripels p^y p^, p^ die 
Indices: 

'J(p^) = ^)g, p^^ p^, p^^ p^^ p^ , '/(pj = p^^ pg, p^, pg, |)3, p^, 

'«''(Pc) = Pu P7; Pi7 V97 P4I Pö • 

Das ursprüngliche Indexsystem 

'^(Pi) = Pif Ps; P65 P4; P7; p6> '^(Pa) = p8i Pi; p7> p6> Pß^ Pi; 
'«^(Ps) — P4> P6; P7; P6> Pi; p2> '^(Pj = p5; p7> Pi» p6> p2» Ps> 
'«^(Pe) = Pi> P6> P2? P77 Ps; P4? '^(Pe) = P7; P6; Pi; P8> Pi; p4> 

'^(P7) = Po P6» P2> P6; Ps; P4 

geht also vermöge der saccessiven Inversionen der nach einander ent- 
stehenden Fundamentaltripel 

Pu P4» P«; P6; P7> P25 P5; P7> Pc; Pl, P5> p7; Pu P5; p6 

in das andere über: 

'^(Pi) = Pa; Ps7 P4; Pö» Pe; Pif '«^(Pa) == Ps; p4> p5> p7) p6> Pi> 

'JiPi) = P4> Ps; P7; P67 Pi; Pa; '«^(p4) = Pö; p7; p6; Pi; P2; Psi 

'^(Pö) = P7; Pe; Pi; P2; Ps; p4» '«^(Pe) = Pi; p7; P2; p3; p4> p6; 

'«^(P7) = P5» Pi; Pö; P2) P3; p4 • 

Aus dem oben angegebenen Bestimmungsverfahren eines Funda- 
mentaltripels laust sich durch eine geringe Modifikation das schon 
früher § 7 Ermittelte ableiten. 

Unabhängig von dem Drehungssinne des einzelnen Index findet 
man ausgehend von der Gruppe der Indices 

1) «^(Pi) = P*; Po • • •; 
^(P*)= P.'; P*i; [Pi; ^2; • • •; fl«-l]; Pi; [^1; hj • • •; ^/*]; 
ÄPi) = PA> [Qi; <?2i '"j ^aJ; P*i; [fl«i4-i; • • •; fla-iJ; Pi; ^i; ^2; •••; ^/^L 

successive die weiteren: 

2) J^(P*)=P*„ Po ..., 

«'"(PO = P«; P*i; hi; • • •; fla.-l], pA, • • ., 

J^(p.) =p*„ [qi, ..., q«.], p*^, [qa,H-i, ..., qa,~i], P*, ...; 

3) J(pk,) = p4^, pi; . . . , 

«^(P0= P»; P*.; [qi; • • •; q^t-i]; P*i; • • •; 
«^(P») = P*.; [qi; • • •; q«,], P*„ • • .; 
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J(pk;^^l) = Ph Pkxj [qi, ■ . ., (\a-l ], Pkx__if • • -, 
J{pi) = Pkx_iy Pkxj [(\A ' • V fla-l ]n pA7-2? ' ' '• 

Man gelangt also schliefslich zu einem Fundamentaltripel 

Pi, Pkx^iy Pkx- 

Aus vorstehendem Schema bestimmen sich gcmäfs den Aus- 
fahrungen des § 7 suecessive die Indices: 

APi) = Pk, P*., pk,, Pi, JO?k) = pi, pk„ p*., Pl9 

J(Pd = Pkf Pk,, Pt,y Pl, J(pk) = Pif Pt,, Pt., Pl , 

J(Pt) = P*; P*., P*„ Pl, <^(P*) = P», P*„ Pk,, Pi, 



a) J^(P«) = Pky Pkx^v Pkxy Pl, Jipk) = Po pkx, P*i_i, Pl, 

h) J(pi) = p*, p*^, pkx^i, Pi, eT^CP*) = Po P*^_i, P*^, Pi . 

Man erkennt ferner, daüs der Index irgend eines Elementes der 
Gruppe 

flu fl«> • • •> flo 

allemal die Form hat: 

^(Ah) = Po qi, q«, . . ., q«,, p*, . . ., 
(0 = < «, < = «_!) 

und dafs dann die Indices gelten: 

*^{Pi) = Pn • • •; q*; • • •; q*i> • • •; P*> • • •> 
J{pk) = Pi; . . •, q*!, • • •; qAj • • •; Po • • •> 

Weil aber nach dem eben beschriebenen Verfahren die Coexistenz 
dreier Indices der Form 

J{(\h) = Po qi; '"} 

«'(qi) = Po q/; q«'? • • •; ^a, q*, • . ., J{pd = qu q/j q/, ..., V, q«, ... 

das gleichzeitige Auftreten eines Fundamentaltripels bedingt und zwar 
der Bildung * 

Po qii7 q'i»^ 

schliefst man zusammenfassend den Satz: 
Je nachdem in den Indices 

^{pd'^Pu qi; q«) •••» q«; p*; •••> «^(pO = Pn qi> q2>--->qa; Po--- 

Eberhard, Geometrie. 13 
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zweier in dem Index eines dritten 

benachbarten Elemente 

pi und • pk 

die aus den nämlichen Elementen gebildeten Anordnungen 

fln ^27 •••> q« und qi, qg, . . ., q« 

identisch sind oder es nicht sind, bestimmen die a + 2 Ele- 
mente 

P'> Ph <\u fls; • ••; ^a 

1) entweder das einzige Fundamentaltripel 1 

Pif Pk, q« 

2) oder mindestens zwei Fundamentaltripel der Formen 

pi, q,„ q,, und pk, q*„ q*,. 

Es werde der zweite Fall vorausgesetzt. Alsdann kann man 
durch die Inversionen der beiden Fundamentaltripel •• 

Ph R«i; fl', ^^^ Pjtf (\kn q*., 
oder, falls q,^ eie (\k, und q,-^ ^^ qjt, ist, durch diejenige eines von ihnen, 
ohne Änderung des Index 

die Indices 

J(p,) und J{pt) 

in Bezug auf die Reihenfolge der Elemente eines jeden Paares 

q,„ q/, und q;e., q^., 

in Übereinstimmung bringen. 

Sind die dadurch entstehenden Anordnungen 

wiederum nicht identisch, so führe man die Inversionen der jedenfalls 
vorhandenen Fundamentaltripel 

Ph ^i.> <\u ™d pk, q*„ (\i, 
bezw. diejenige eines von ihnen aus und setze dieses Verfahren so 
lange fort, bis die Indices 

J(pi) und J(Pk) 

infolge der successiven Inversionen der nach einander hervortretenden 
Fundamentaltripel 

Px,y Pf^i^ K; Px^} P|U.? Pr.', • . .; Px^.j Pu^,, pr^ 
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auf die der ersten Annahme entsprechenden Formen gebracht sind: 

J(Pi) = Pu q?\ q^^\ • . ., (\^\ Pk, r,, tg, . . ., r^, 

J{pk) = Pu qi^^, q^^^ . . ., c\f, Ph f,, r^, . . ., V. 

.Nunmehr kann man durch die successiyen Inversionen zunächst 
des Fundamentaltripels 

Ph Pk, qL^^ 
dann des neu entstehenden 

Ph Pky qi^Li, 

darauf -des neu resultierenden 

Ph P*, q^iL, 

und aller folgenden bis inklusive des zuletzt auftretenden 

Ph Pk, qj^^ 
zu dem Fundamentaltripel gelangen: 

Pif Pk, Py 

Es gilt mithin der Satz: 

Theorem 13: Haben die Indices zweier in dem Index 

eines dritten 

Pi 
benachbarten Elemente 

pi und pk 
die Formen: 

J{pi) = Po q^ q2; • • -> q«> p*? h7 h? • • •> ^^y 

J{pk)= Pi, qi, q2j • • ., ^a, pif ti, r^, . . ., f^, 
so kann man aus den Elementen 

ph pky (\if (\2, . . .; q« 
allemal eine Reihe von Tripeln herstellen 

P*x> q/wi; q^j Pxti ^fj^} qi-,? • • •) px^jj q^i^, q^^,; 

Ph P*, qL^^; Ph P*; (\^Lv • • -5 P.-, P*, ql^^ 

in welcher das erste von vorneherein und jedes folgende 
zum mindesten nach den Inversionen aller vorhergehenden 
ein Fundamentaltripel darstellt. Alsdann lassen die suc- 
cessiven Inversionen aller Tripel der Gruppe schliefslich 
auch das Tripel 

Pif Pk, Pi 

in ein ^fundamentaltripel übergehen. 

13* 
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zweier in dem Index eines dritten 

benachbarten Elemente 

pi und • pk 
die aus den nämlichen Elementen gebildeten Anordnungen 

flu 92? • • •; 9« und qi, q,, . . ., q« 

identisch sind oder es nicht sind^ bestimmen die a-}~^ Ele- 
mente 

Ph P/'j 9u ^2; • • '} 9« 

1) entweder das einzige Fundameutaltripel 

Ph Ph (\a 

2) oder mindestens zwei Fundameutaltripel der Formen 

Pi, q/i» fl'. 'ind pk, q*„ qx-.. 

Es werde der zweite Fall vorausgesetzt Alsdann kann man 
durch die Inversionen der beiden Fundameutaltripel •* 

pi} ^H> 9». und pi, q^^, q*^, 
oder, falls q/^ ^ q^, und q,-, ehe q*, ist, durch diejenige eines von ihnen, 
ohne Änderung des Index 

die Indices 

J(p,) und J{pt) 

in Bezug auf die Reihenfolge der Elemente eines jeden Paares 

Q»»> q/, und q;^,, qt^ 
in Übereinstimmung bringen. 

Sind die dadurch entstehenden Anordnungen 

^1} ^2} • • •> ^a und q/, q^\ . . ., qa 

wiederum nicht identisch, so fQhre man die Inversionen der jedenfalls 
vorhandenen Fundameutaltripel 

Ph 9<.> fl'4 ™d Pk, q*., <\h 
bezw. diejenige eines von ihnen aus und setze dieses Verfahren so 
lange fort, bis die Indices 

J(p,) und J(pk) 

infolge der successiven Inversionen der nach einander hervortretenden 
Fundameutaltripel 

Pa-i» P/^i» P^il Px^} Pf*2} P»'-.) ' • -7 l^'^i? Pufti Pvq 

{xh = i, h) 
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auf die der ersten Annahme entsprechenden Formen gebracht sind: 
J(pi) = Pi, q?^ q^^\ . . .> (\^\ Pk, r,, r^, . . ., r^, 
J{pk)=Pi, (\^\ q</>, . . ., q<f>, p/, r,, f^, . . ., f^,. 

.Nunmehr kann man durch die successiven Inversionen zunächst 
des Fundamentaltripels 

Ph Pk, c\f, 
dann des neu entstehenden 

pif pky qi^Li, 

darauf -des neu resultierenden 

Ph pi-> q^rL, 

und aller folgenden bis inklusive des zuletzt auftretenden 

Ph Pk, qi^> 
zu dem Fundamentaltripel gelangen: 

Pi7 Pk, Py 

Es gilt mithin der Satz: 

Theorem 13: Haben die Indices zweier in dem Index 

eines dritten 

Pi 
benachbarten Elemente 

pi und p* 
die Formen: 

^(pi) = pi) qu qa; • • '} q«> Ph ^i? h? • • •> ^/*> 

JO?k)= pi, qi, cfa, . . ., qa, piy r,, r^, . . ., y, 
so kann man aus den Elementen 

Pit Pki qi; q«; • • •; q« 

allemal eine Reihe von Tripeln herstellen 

i^*!? q/wi7 q^i) pÄi> q^»> q^i? • • -5 p*^> q^^» q»*^,? 
^•, p*, (\f\ Ph Ph q^'Lp - • •; Ph Ph q?^ 

in welcher das erste von vorneherein und jedes folgende 
zum mindesten nach den Inversionen aller vorhergehenden 
ein Fundamentaltripel darstellt. Alsdann lassen die suc- 
cessiven Inversionen aller Tripel der Gruppe schliefslich 
auch das Tripel 

Piy Ph Pi 

in ein ^fundamentaltripel übergehen. 

13* 



i 
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zweier in dem Index eines dritten 

benachbarten Elemente 

pi und • pk 

die aus den nämlichen Elementen gebildeten Anordnungen 

qi, q«, . . ., q« und q^, q^, . . ., q« 

identisch sind oder es nicht sind, bestimmen die «-)- 2 Ele- 
mente 

pi) Ph qu q2? • • •; q« 

1) entweder das einzige Fundamentaltripel 

Pö Pky q« 

2) oder mindestens zwei Fundamentaltripel der Formen 

Ph q/„ q». und pk, q*„ qxv 

Es werde der zweite Fall vorausgesetzt Alsdann kann man 
durch die Inversionen der beiden Fundamentaltripel •• 

piy q«,; <\f\ und pk> q*i, q*i, 

oder, falls q,-^ e^ q^t, und q,-^ ^ qt^ ist, durch diejenige eines von ihnen, 
ohne Änderung des Index 

die Indices 

J{p,) und Jipk) 

in Bezug auf die Reihenfolge der Elemente eines jeden Paares 

q.-., q,-, und qk,j qx, 

in Übereinstimmung bringen. 

Sind die dadurch entstehenden Anordnungen 

q/; ^2} ' "} q«' un<^ q/; ^z? • • •> q«' 

wiederum nicht identisch, so führe man die Inversionen der jedenfalls 
vorhandenen Fundamentaltripel 

Ph ^Hy flu und pk, q*„ qi, 
bezw. diejenige eines von ihnen aus und setze dieses Verfahren so 
lange fort, bis die Indices 

J{p,) und J{pk) 

infolge der successiven Inversionen der nach einander hervortretenden 
Fundamentaltripel 

P'i» Phii P^n P*t? Pf*i) P»-!) • • -5 Pjf^,? Pu^) Pvq 

{Xk = i, h) 
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auf die der ersten ADDahme entsprechenden Formen gebracht sind: 
J(pi) == Pu <\f, q?^ . . ., (\^\ Pky h, tg, . . ., r^^, 
J(pk)=Piy q?>, q(/>, . . ., q<f>, p/, r,, f^, . . ., f^. 

• Nunmehr kann man durch die successiven Inversionen zunächst 
des Fundamentaltripeis 

Pi, Pky (\f, 

dann des neu entstehenden 

Po ^, qL^Li, 

darauf -des neu resultierenden 

Ph Ph qi?L, 

und aller folgenden bis inklusive des zuletzt auftretenden 

Ph Pk, qj^^ 
zu dem Fundamental tripel gelangen: 

Pif Pk, Pi. 

Es gilt mithin der Satz: 

Theorem 13: Haben die Indices zweier in dem Index 

eines dritten 

Pi 
benachbarten Elemente 

pi und pk 
die Formen: 

J(pi) = pi, qi, q2; • • •, qa, pi, r,, tj,, . . ., r^, 

«'^(P*)= Pn qi7 q2j • • 'f qa? P^ ^u hy • • •; ^ßy 

so kann man aus den Elementen 

ph Pkj qi; q«; • • •; q« 
allemal eine Reihe von Tripeln herstellen 

« 

p'i) q^i7 q^i? par»» ^p%y q»«? • • -5 p«^> q/^^» q^^? 

P«7 P*, qi^^; P/, pk, q^lf, . . .; Piy pk, (\^\ 

in welcher das erste von vorneherein und jedes folgende 
zum mindesten nach den Inversionen aller vorhergehenden 
ein Fundamentaltripel darstellt. Alsdann lassen die suc- 
cessiven Inversionen aller Tripel der Gruppe schliefslich 
auch das Tripel 

Piy pk, Pi 

in ein E^undamentaltripel übergehen. 

13* 
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zweier in dem Index eines dritten 

benachbarten Elemente 

pi und • pk 
die aus den nämlichen Elementen gebildeten Anordnungen 

identisch sind oder es nicht sind^ bestimmen die cc-{- 2 Eie- 
rn 

mente 

P'f Vh Qi? ^2; ' ' '} fl« 

1) entweder das einzige Fundamentaltripel 

2) oder mindestens zwei Fundamentaltripel der Formen 

« 

Pi7 9/i» fl». und pib, q*^, qx,. 

Es werde der zweite Fall vorausgesetzt. Alsdann kann man 
durch die Inversionen der beiden Fundamentaltripel •* 

Pi, %i; ^f\ lind pky q*„ q*i, 
oder, falls q,^ eie c\k^ und q,-^ ^ qjt, ist, durch diejenige eines von ihnen, 
ohne Anderunsf des Index 

J(Pr) 



die Indices 



J(p,) und J(p,) 

in Bezug auf die Reihenfolge der Elemente eines jeden Paares 

q,-,, q,-, und qje,, q^,, 

in Übereinstimmung bringen. 

Sind die dadurch entstehenden Anordnungen 

fli'; ^2} ' • -y ^a und q/, q2j • • •; ^V 

wiederum nicht identisch, so führe man die Inversionen der jedenfalls 
vorhandenen Fundamentaltripel 

Ph fl<.; ^u und pk, q*„ (\t, 
bezw. diejenige eines von ihnen aus und setze dieses Verfahren so 
lange fort, bis die Indices 

J(p,) und J(pk) 

infolge der successiven Inversionen der nach einander hervortretenden 
Fundamentaltripel 

pT,y Pf^^y Pv.; Px^, Pf^^, Pr,] • • .; px^,, P«^,, pv^ 
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auf die der ersten AüDahme entsprechen den Formen gebracht sind: 
J(pi) = 1^1, q?^ q^^^ • . ., (\^\ Pk, r,, r^, . . ., r,, 
JiPk)= Pu qi^^, qif>, . . ., c\f, p/, r,, f„ . . ., f^. 

.Nunmehr kann man durch die successiven Inversionen zunächst 
des Fundamentaltripels 

Ph Pk, (\^!\ 
dann des neu entstehenden 

Ph pk, qi^Li, 

darauf -des neu resultierenden 

Po Px-, C\^L, 
und aller folgenden bis inklusive des zuletzt auftretenden 

Ph Ph qi^^ 

zu dem Fundamentaltripel gelangen: 

Pij Pk, Pi- 

Es gilt mithin der Satz: 

Theorem 13: Haben die Indices zweier in dem Index 

eines dritten 

Pi 
benachbarten Elemente 

p.- und pk 
die Formen: 

J{pi) = pi5 qi» ^2) • • '9 q«> ph t,, tjj, . . ., r^, 

J{pk)= Pi, qi, q27 • • -7 q«; ph ^17 hy • • •; ^fiy 

SO kann man aus den Elementen 

Po P*, qi, q2> • • •; q« 
allemal eine Reihe von Tripeln herstellen 

P*i7 q^i7 q^ij Pari> q^u»? q»,; . • .; pa?^, q^^, q»^,; 

Ph Pk. <\f] Ph Pk, q^lp . . .; Ph Pky c\^\ 

in welcher das erste von vorneherein und jedes folgende 
zum mindesten nach den Inversionen aller vorhergehenden 
ein Fundamentaltripel darstellt. Alsdann lassen die suc- 
cessiven Inversionen aller Tripel der Gruppe schliefslich 
auch das Tripel 

P/» P*> Pi 

in ein ^fundamentaltripel übergehen. 

13 ♦ 
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zweier in dem Index eines dritten 

h 

benachbarten Elemente 

pi und • pk 
die aus den nämlichen Elementen gebildeten Anordnungen 

qi, q2, ..., q« und qi, q^, . . ., q« 

identisch sind oder es nicht sind^ bestimmen die a-}~2 Ele- 
mente 

Ph Ph qi; qg? • • •? q« 

1) entweder das einzige Fundamentaltripel 

Ph pk7 q« 

2) oder mindestens zwei Fundamentaltripel der Formfen 

Pi, q.i, q». und p*, q*,, qA,. 

Es werde der zweite Fall vorausgesetzt Alsdann kann man 
durch die Inversionen der beiden Fundamentaltripel #* 

Ph qti; q/« und pA, qi.,, q*^, 
oder, falls q,^ ^ q^^ und q,-^ ^e q*, ist, durch diejenige eines von ihnen, 
ohne Änderung des Index 

die Indices 

J(p,) und J{pk) 

in Bezug auf die Reihenfolge der Elemente eines jeden Paares 

q,„ q,^ und q^e,, q^., 

in Übereinstimmung 'bringen. 

Sind die dadurch entstehenden Anordnungen 

q/; q2^ ' -'7 q«' und q/, q/, . . ., q«' 

wiederum nicht identisch, so führe man die Inversionen der jedenfalls 
vorhandenen Fundamentaltripel 

Ph q<,j %\ und )fk, q*„ (\i, 
bezw. diejenige eines von ihnen aus und setze dieses Verfahren so 
lange fort, bis die Indices 

J{p,) und J{pk) 

infolge der successiven Inversionen der nach einander hervortretenden 
Fundamentaltripel 

Pr,^ Pm.^ Pyn P'.) P/",, py,', . . .; px^,y Pu^j P-^ 
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auf die der ersten Annahme entsprechenden Formen gebracht sind: 
J(pi) = Pu q?\ q?^ • • 'f (\^\ Pk, r,, r^, . . ., r^, 

J^(p*) = Pi, q?\ q^^^ . . ., q?^ Ph h. t^, . . ., f^. 

•Nunmehr kann man durch die successiven Inversionen zunächst 
des Fundamentaltripeis 

Ph Pk, q<?>; 
dann des neu entstehenden 

Ph Pk, (\^l,, 
darauf -des neu resultierenden 

Ph pj^f q!?!., 

und aller folgenden bis inklusive des zuletzt auftretenden 

Ph Pk, qi^^ 
zu dem Fundamentaltripel gelangen: 

Pi, Pky Py 

Es gilt mithin der Satz: 

Theorem 13: Haben die Indices zweier in dem Index 
eines dritten 

benachbarten Elemente 

pi und pk 
die Formen: 

"^(pi) = Pi> qp q2; • • '9 q«> ^> hf ^2; • • •? ^fit 

J(pk)^= Pl, qi, q2; • • •, qof, pij ti, Ta, . . ., Xfiy 

so kann man aus den Elementen 

pif p*j qi; ^2j . . .; q« 

allemal eine Beihe von Tripeln herstellen 

pj?i> q/wi7 q»'i5 px^t q//i> q^i? • • •? p^^jj q^^> q»'^? 

Ph Pk. (\f] P/, P*, qi^Li; . . .; Pm p*, ql^>, 

in welcher das erste von vorneherein und jedes folgende 
zum mindesten nach den Inversionen aller vorhergehenden 
ein Fundamentaltripel darstellt. Alsdann lassen die suc- 
cessiven Inversionen aller Tripel der Gruppe schliefslich 
auch das Tripel 

Ph P*, Pi 

in ein ^fundamentaltripel übergehen. 

13* 
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Im besonderen können in den q Tripeln px^y q^^, q^^ sämt- 
liche Elemente p^f^ entweder mit pi oder mit pk identifiziert 
werden. 

Die Zahl q bestimmt sich durch die Anzahl der Transpositionen, 
welche notwendig sind, um die Anordnungen 

in einander überzuführen. Sie berechnet sich deshalb im Maximum auf 

9 = Y« •(« — !)• 

Man erhält einen bemerkenswerten Specialfall des Theorems 
dadurch, dass man den Elementen 

Pl9 P2? • • •; Pn 

ein (n + l)**'" adjungiert, in dessen Index die Elemente 

pi und pg 

benachbart sind. Es resultiert dann zunächst der Satz: 

13a. Je nachdem in zwei Indices 

'JiPi) = P27 ^s> ^A7 • • •? Qn und 'J(p^) = p,, qj, q^, . . ., q„ 

die beiden Elementefolgen 

<1s; ^17 • • •; ^n und qs, q^, . . ., q« 

verschieden oder identisch sind, giebt es stets entweder 
mindestens 2 Fundamentaltripel 

Pi? ^«.; ^f^ und p2, q*,, qt, 

oder die beiden einzigen Fundamentaltripel 

Pu 1^2; ^8 «nd Pi; p27 q«; 

und weiter der andere: 

13b. In jedem gegebenen Indexsysteme ist unter Fest- 
haltung eines Index 'J{pi) irgend ein veränderlicher zweiter 
'J{pi) durch die Inversionen einer gewissen Anzahl q nach- 
einander hervortretender Fundamentaltripel in den ersten 
transformierbar und zwar bestimmen sich besagte Funda- 
mentaltripel durch alle Elementepaare 

* 

welche in den beiden Reihen 

in entgegengesetzter Folge auftreten. « 
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Das Theorem gestattet noch einige füi; die Folge wichtige Schlüsse. 
Gegeben seien die 5 Indices 

J^iPl) = P2) P8; •••; (Po Pk), • . •, 
«^(Pa) = PiJ Piy ' • •? Pi} " f Pky • . ., 
*^\P3) ""^ Pl> P2> • • •? Pxf • • •> Py; • • •> 

J(pi) = Pi, qi, (^2; • • '7 q«; pA«; ti, Tg, . . ., r^, 

^(P*) = Pu 5i; Qa; • • •> ^«7 Po ^i, ta, . . ., t^. 
Enthält dann eine der Reihen 

^1» ^a» • • •; Q« ^D<J ^i; ^27 • • •> V 
die beiden Elemente 

Pa wild Ps» 
besteht also etwa der Index 

«/(.PO ""^ Pi; • • •; Pa; • • •; Pd» • •♦•; P*> ^1> • • •? V? 

SO gilt auch stets der andere: 

J(pk) = Pi; • . •, Pa, . • .; p8, • • •? Ph ^i; • • -j V- 
In der That resultiert rücksichtlich der Elementengruppe 

Pif Pa; Ps; pi) P* . 
nach dem Bildungsgesetze eines Indexsystemes aus den beiden Indices 

J(Pi) = Pi; Pa, Ps; P* ^^^ ^(P*) = Pu Ps, p2, P* 
entgegen der Voraussetzung der dritte: 

r 

JiPs) = Pu Ph P2» Pifc- 

Wenn aber die Anordnungen 

fli, Qa; • ••; Q« ^^^ Qu Pa» • • -i ^« 
entweder nur eines der beiden Elemente 

Pa und p3, 

oder beide in gleicher Folge aufweisen, kann nach Theorem (11)) 
unter den (> + a Tripeln 

px„ (\m.> q^; . • •; P*^, q^*^, q^^; Ph P*, qj^^; . . •; p.-, P*, qL^^ 

durch deren successive Inversionen das Tripel p^, pt, pjb in ein Funda- 
mental tripel übergeführt wird, kein einziges beide Elemente jpg 
und p8 enthalten. 

Es bleibt daher das Fundamentaltripel p^, pj, Pa während 
dieser Transformation ungeändert. 
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Allgemeiner gilt der Zusammenhang: 

Theorem 14. Wenn in dem Systeme der zweimal drei 
Elemente 

Pi> h, P3 ^^^^ Ph Pky Pi 
die Indices bestehen: 

1) J(Pi) = P2. P3, (Po P*, PO. 

^(P2) = P1I P3» iPi» P*> PO; «^(Ps) = Pn P2, (P«, pA-, P/); 

2) J{Pd=Ph Ph (Pi, P2, Pa). 

J(P*) = Po (Pi; P3), Po Pn J^(P0 = Po (P2, P3), P*, Pi; 

« 

SO enthalten die Indices 

J(p^) und J(p,) 

die Elemente 

Pa und 1?3 , 

stets in gleicher Folge. 

Zum Beweise nehme &an besagte 2 Indices entgegen der Be- 
hauptung in den Formen an: 

J{Pk) = Po P2? Ps; Po Pi ^^^ «^(PO = Po P3> P2> Pk, Pr 

Gemäfs der Grundeigenschaft eines Indexsystemes bestimmen sich 

dann die Indices 

J(p,) und J(p,) 

im Widerspruch mit der Voraussetzung durch: 

«^(p2) = P*; P3? Po (Pi; P») ^^^ J(.Ps) = P*^ p2> Po (Pl> pi)' 

Die Kombination des Satzes mit (13) liefert den neuen: 
Unterwirft man ein Indexsystem einer nach den Vor- 
schriften von (13) gebildeten Reihe von Inversionen, welche 
irgend ein Tripel 

Po pk) Pi 

mit zwei in dem Index des dritten benachbarten Elementen 
in ein Fundamentaltripel überführen, so bleibt jedes aus 
drei anderen Elementen bestehende Fundamentaltripel als 
solches erhalten. 

Nunmehr sind im Wesentlichen diejenigen Hülfssätze gewonnen, 
welclie es ermöglichen, die Lösung der ursprünglichen Aufgabe der 
Elementartransformation zweier gegebenen Indexsysteme in einander 
erfolgreich weiterzuführen. Zu dem Ende werden letztere vorerst noch 
den folgenden zwei scheinbar einschränkenden Bedingungen unter- 
worfen : 
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1) dass je vier aus dem einen oder dem anderen Systeme be- 
liebig herausgegriflfene Tndices 

'J(.Pd, 'Jih), 'J(pO. 'J(v.«), 

bezogen auf die Partialgrnppc 

p.-, pk, p;, pm, 
ein ebenes Puuktequadrupel definieren, 

2) dass die irgend zwei solchen isolierten Systemen 

'«^(P.), '«^CP*), 'J(.Pd, 'J'CP™) und 'J(p,), V(p.), 'J(pO, V(p„,) 
entsprechenden Punktequadrupel 

Ph P*; Ph Pm und pi, pty pt, p„,' 
für ihr gemeinsames Tripel 

Ph Ph Pi 
gleiche Charakteristiken aufweisen. 

Diesen Bedingungen unterliegt offenbar jedes geometrisch-deutige 
Indexsystem. Sie haben den Zweck, den Begriff der Charakteristik 
eines Elementetripels festzulegen, welcher für ein rein formal gebil- 
detes Indexsystem keine Bedeutung hat. 

Man erkennt leicht, dass mit der ersten zugleich auch die 
zweite Bedingung erfüllt ist. — Denn angenommen, das Partialsystem 

'ÄVd, '«^(P*), 'J{Vd, 'J(V.n) 

definiere die positiv*) elliptische Punktefolge 

Ph Pk, Ph P'n'- 
'J(pd = pk,pl,pm, 'J{pk) = Pi,PhPni, 'J(pl) = PhPk,Pm, 'J{pm)=PhPk,Ph 

das andere System 

V(p.), 'J(.h)> 'JiPd, 'AM 

dagegen ein Quadrupel mit der negativen Punktefolge 

Ph P*> pi 
gemäfs den unterschiedlichen Schematen: 

1) 'J(Pd = Pk,P>n',Pt, 'J{pk) = Pi,PhP..', 'J(pi) = Pk,pm',Ph JQl>m)=-pi,Pi,pk] 

2) 'JiPd = Pk,pn.',Ph 'J{pk) = PhPm',pl, 'J(pt) = pi,pm',pk. ^(PmO = P/,PoP*; 

3) 'JiPi)==PhPhP'n', 'JiPk) = PhPm',ply 'J{pt) = PhPhPn.', ^(pm') -= VnP*,^, 

SO kommen für das Indexsystem der Elementengruppe 

pi, Pky Ph Pm, Pm' 

*) Im Falle eines hyperbolischen Punktequadrupels bleiben sowohl ünter- 
sachungsmethode als Eesaltat ungeändert. ^ 
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die Schemata in Frage: 

'J{pm) = Ph Pk, Po J(pm') -= Po Ph Pk] 

2) V(p;) « pi, p„/, p,, p;„, 'c7'(p*) = p,-, p^', p/, p^, 'J(pi) == Po p„/, pit, p«, 

'J{Pm) = Ph Pk, Ph J{Pm^ = Pi, Po P*; 

3) V(p/) — p*, po(pm, Pm'), '^(P*) = P0 Pm',Po Pm, '^(PO =Pö P*, (Pm,pm0, 

'J{p7n) = P/, P*, Ph JiPm') = Po P*> P'- 

Soll eines dieser Schemata einen Bestandteil des gegebenen Index- 
systemes darstellen^ muss es auch dessen Fundamentalgesetzen ge- 
nügen. Nach letzteren bestimmen aber die Indices t 

1) 'JiPd = P*, Pn.', Ph Pm und 'J(p*) = p,, Po (p,«, p,„'), 

2) V(p/) = p*, p„.', Po p^ und V(pO = Po Pm'f Ph Pm, 

3) 'J(pi) = p4, Po (pi,„ p«,') und '^(p*) = Po p///, Po pm 
respektive die dritten: 

l)'^(PO = PoPm,P*,Pm', 2) 'e7(pO = POp*,(pm,P«/), 3)'«^(P0 = P/,P-',P*>Pm, 

und diese sind von den entsprechenden der drei Schemata durchweg 
verschieden. 

Die Annahme, dass zwei Tndicesgruppen 

'J^CPO, 'JiPk), '^(P/), V(p.) und V(p,), V(pO, 'JiPO. 'e7(p.O 
für ihr gemeinsames Tripel 

P/; pk, Pl 

verschiedene Charakteristiken involvieren ^ ist somit illusorisch, d. h. 
die zweite obige Bedingung ist eine notwendige Eonsequenz der 
ersten. Q. e. d. 

Man schliefst unmittelbar weiter: 

Die Realisierbarkeit der isolierten Elementequadrupel 
eines gegebenen Indexsystemes verhält sich jeder Ele- 
mentartransformation desselben gegenüber invariant. 

In der That entspricht einem Fundamentaltripel 

Po P*; pl 
des Indexsystemes in der irgend ein Elementequadrupel 

Po P*; Po pm 

darstellenden Punktegruppe gleichfalls ein Fundamentaltripel; dessen 
geometrische Inversion stets ausführbar ist. 
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Es war bereits ganz unabhängig von den letzten Festsetzungen 
gelungen, das System 

durch eine Reihe yon Inversionen umzuwandeln in ein anderes 

welches mit dem Systeme 

den Index eines Elementes f)^ gemein hat. Der nächst mögliche 

Fortschritt besteht darin, aus 1/ unter Erhaltung des Index V(p|) 
ein System elementar abzuleiten, das mit I noch in folgenden Merk- 
malen übereinstimmt: 

1) in den Charakteristiken der durch je 2 benachbarte Elemente 
des Index 'J(pi) und durch p^ selbst bestimmten Tripel, 

2) in den unter diesen Yorhandenen Fundamentaltripeln, 

3) in den Hauptpunkten letzterer. 

Nach Früherem ordnen sich in I die Fundamentaltripel des Ele- 
mentes pi zu einem Schema der Form: 

Pl; Pait Pfli) Vit Pa^} Pa.) • • •) 1^1? V% — 1> P^a^'y 

Pi; P6i; P6,5 Pi; Kj P*.? • • •) Pl> P%^V P^t'' 

j 

Pl; Prxl Pr,; Pi, Pr., pr,', • • .; Pi, Pt^,-ii Pr^,> 

WO dann der Index 'J(pi) selbst gegeben ist durch: 

Zur schärferen Unterscheidung des Systemes Y und der aus ihm 
abgeleiteten von dem Systeme I seien die Elemente ersterer in allen 
Phasen der Umwandlung bezeichnet mit 

Pi> Pai • • •; P»' 
Der Vergleich entsprechender Tripel iler beiden Reihen 

1) Px; Pa,, Pa.; Pi, Pa., pa,] • • -J Pi, pi, pk] • - -, 
1') P/; Pi; Pa.; Pi', Pa„ P^', • • 'i Pl', Po Pk] - - • 

in den Systemen 

I und 1/ 

mag das {X + 1)*® Paar 

Pi; Po P* "iid ^)/, p/, p; 
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als die ersten charakteristisch verschiedenen Tripel ergeben. Dann 
transformiere man in dem Systeme 1/ den Index 'Ji,i(f)it') gemäfs dem 
Satze (13b) in den unveränderten Index 'J(pi) und vertausche in den 
übrigen n — 2 Indices des entstehenden Systemes die Elemente p/ 
und pk, eine Operation*), welche den successiven Inversionen von n — 2 
nach einander resultierenden Fundamentaltripeln p^', p/, px gleich- 
kommt. Hierbei wecLelt von den drei Indices 

v(p;), 'JiPih v(p;) 

des Elemente- oder Punktetripels 

lediglich der eine 'J{pi) den Drehungssinn ^ das Tripel selbst also 
seine Charakteristik. 

Da durch diesen Umformungsprozess die ersten X Tripel der 
Reihe (T) nicht alteriert werden , kann man durch höchstens 
n — X — 2 malige Wiederholung des Verfahrens das System Ij' in 
ein anderes Ii,i transformieren^ welches miti in den Charakteristiken 
der angegebenen n — 1 Paare korrespondierender Tripel von p/ und p^ 
übereinstimmt. 

Zur weiteren Elementartransformation dieses in das gesuchte 
System bemerke man, dafs die Indices der Elemente 

K; Po. und pa,, P'a^ 

zweier entsprechenden charakteristisch gleichen Tripel 
Pu K> P«» und p/, ^a,, p4 

*) Infolge der verlangten Transformation des Index V(p^') in '/(p/) erhält 
man aus 1/ ein System der Gestalt: 

'«^(Pi') =• Pib'i Qi'i q/, . • 1 Q«-2» '«^^Pit') = i'i'» ^i'» ^Z' • • •» ^Ä-2» 

«^(%') — Pi» Pjt» • • •> «^(«la') =* ^'i't Pjfc'» • • M • • •» «^(^«-2) =" ^'i'» P* » • • •• 

Dasselbe geht durch die Inversionen der nach einander hervortretenden Funda- 
mentaltripel 

Pi'j Pi't fli'; ^'i Pjb'» ^j'? • • •*> Pi'' P*'» ^/«'-8 
Buccessive in die anderen über: * 

1) '«^(Pi') = ^i'» Pa'» ^«'1 fls'» •••» ^»-2» '«^(P* ) == ^1'» Pi'» Pa'> Pa'. •••» ^/»'— 2» 

JCq/) = )^^, p/, . . ., /(q/) == pi', p/, . . ., /(q,') «= p/, p^', . . ., . . .; 

2) '«^(PiO = Qi'. ^/i Pjb'» ^s'i •••» P»-2' '<^(P*') = ^i'i ^/i Pi'» ^s'» •••> ^Ä— 2» 

J(qi') « |);t'» Pi^ • • •» •^(^12') = Pa^ Pi» ■ • -i '^(^Z) "= Pi'» P*'» • • •» • • -5 
n— 2) V(p/) = q/, q/, ..., q„'_2' P/» '«^(P*') = Pi'» ^s'^ •••1 <!«_«» Pi'» 

«^(Pi') = P/> Pi'» • • • . «^(O == P*'i P/» • • . , • • 1 «^(P^'-o) =" P*'» Pi'. • • • • 
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gemafg den Annahmen 

'«^(Pl) = Pa,, Po„ Pa,, ... und 'Jipl) = ))„'„ p;„ p«., . . . 

notwendig die Formen haben: 

*)a) bei positiren Charakteristiken 

(Fall des Hauptpunktes pai) 

(Fall des Hauptpunktes pa^ 
1') '^(Pa,) *= Pi', cii, . . ., q«, pa„ ti, . . ., r^, 

2') 'J^(Pa.) = Pa^, Ql, . . .; fl«, P/, tj, . . ., T^, 

'J^iP^ = P«ii Äi; • • -7 R«; Pi'; ^n • • •; ^(i'i 

b) bei negativen Charakteristiken 

<Pi, K, päd == <Pl'; Pi, Pü 1: 

1) 'J{Pa,) = Pu Pa^f • • •> '*^(P0 = Pa„ Pi, • • -, 

(Fall des Hauptpunktes p^) ^ 

2) '*?'(?«.) = pa., Pi, . . ., 'JiPiJ = Pi, Pa„ . . ., 
(Fall des Hauptpunktes p«) 

1') 'J(pa,) = Pi', qi, . . ., qay p^, tj, . . ., r,y, 

'«'^(Pa«) == Pai> ^l; • • •; ^«? Pl'; ^l> • • •> V; 

2') '^(W,) = p^„ qi, . . .; q«, p/, ti, . . .; r^, 

'«^(P<^.) = Pi'7 Qi> • • •; M«; P«i; ^i; • • •; ?/*• 

Laut den für die beiden vorliegenden Indezsysteme in Frage 
kommenden acht Kombinationen 



*) Gemäfs dem Index 

'«^(Pi) =- Pa,^ ^o,» • • • 
sind darch die Annahmen 

») c(^, p^^y |)^) = + 1 und b) c(|)i. p^^, p^^) l 

die Elemente 

a) Pi , |)« und b) p^^ , p^ 

a priori als Hauptpunkte ausgeschlossen. 
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1) a)i und a)i', 2) a)i und a)«', 

3) a), und a)i', 4) a)^ und a)2', 

5) h\ und b)i', 6) b^ und b)^, 

7) b)a und b)r, 8) b), und b> 

haben sich die zur Reduktion des Tripels p^\ pa^, p^ in ein Funda- 
mentaltripel nach bekannten Regeln auszuführenden Inversionen auf 
die Elementegruppen zu beziehen: 

1) ^11 • • •; fl«; Paij po», ^) h? • • •? ^/*; Pa^y po»; 

3) ti, . . ., r^, pa„ p^, 4) qi, . . ., q«, p«,, p^, 

5) qi, . . .; q«, pa„ Pi, 6) r^, . , ., r^, pa,, p^, 

7) ti; . . ., r^, pa,, pa^f 8) qi, . . ., q«, pai, l^a», 

und jedes Mal wird, wie verlangt, der Hauptpunkt des resultierenden 
Fundamentaltripels p^, pa^, p^ demjenigen des anderen p^, pa^, pa^ 
entsprechen. 

Man vergleiche in dem so erhaltenen Indexsysteme und dem 
anderen I weiter die beiden Verkettungen der entsprechenden 
Tripelpaare 

Wf Pi, P^] Pi', P4; Pi ^^d Pi; Pa,y K; Pl; Pa^f Po,. 

Nach früheren Betrachtungen gilt betreffs eines Indexsystemes 
• 'Jip,), 'Jip.), 'Jip,), 'J{p,): 

1) dafs je drei der vier Elemente desselben ein Fundamental- 
tripel konstituieren, 

2) dafs die Charakteristiken zweier dieser zusammen mit dem 
Hauptpunkte des einen auch stets den Hauptpunkt des anderen be- 
stimmen. 

DemgemäDs besitzen in den korrespondierenden Partialsystemen 

'Jih), '«/"(K), 'J^(PaJ, 'JiK) und 'JCpO, 'JiK), 'JQflJ, 'JiP'a.) 

die Fundamentaltripel 

Pii Pa^y P<H und pi, p^, p^ 
auch entsprechende Hauptpunkte, und es kann in dem vollständigen 
Systeme 

'«^(Pi'), 'APO, . . ./e^CPn') 

die Elementarreduktion des ursprünglichen Tripels 

Pl'j P^7 p!h 

in ein dem vorgeschriebenen 

Pi7 P<Hy P<h 
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durchaus analoges Fundamentaltripel ohne Schädigung des anderen 
geschehen: 

P/; Pan P'<H' 

Durch den letzten Vorgang rücken die beiden Tripel 

^'» W,» ^a, und p/, p^, p«, 
völlig in die Stellung der beiden ersten 

Pi'; Pi> P«. ^^^ Pi'j P«.i Pi- 
Man wird daher das dritte Tripel 

Pl'; Pö.> Pa. 

.ohne Störung des zweiten J)/, })a,, P<i und zufolge eines pag. 197 ge- 
fundenen Hülfssatzes auch ohne Änderung des ersten p^, )fa, , pa, in 
ein dem Fundamentaltripel ^ 

völlig entsprechendes transformieren. 

Indem man so schrittweise zunächst zu allen Paaren entspre- 
chender Tripel der beiden Verkettungen übergeht 

Pl> K; Po.; Pl> Par, Pa,] "] Pl ; P«„,_i, K. > 
Pn Pa,7 P^] Pu P<4; Pi; • • •; Pl7 P«a,_iJ P«a, 

und darauf die Tripelgruppen 

Pi'; P*l» Pk,] Po P*i, P*/7 . . •; Pi', P*x,-l^ P*x, 

(i = 6, c, . . . , r) 

nacheinander auf gleiche Weise behandelt, wird man das verlangte 
System Ij^a erhalten. 

Um ohne Schaden für die erzielte Übereinstimmung zwischen 
den Systemen Ii^g und I ersteres weiter in ein System V elementar 

umzuwandeln, welches mit I auch den Index 'J{p2) identisch hat, 

suche man in den zu 

Ii,8 und I 

gehörigen, als verschieden vorausgesetzten Indices 

'J^M) und 'Jip,) 

zwei Paare entsprechender Elemente 

p/, p*' und pf, pjfe, 

welche der^ ihre Reihenfolge in den respektiven Indices regelnden 
Bestimmung unterliegen 

'Jh^iPi) = Po . . ., pi', Pk, .*. . , ''^(p2) = Pn *• • •> P*> • • • ; Pö • • • • 
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Da die drei Elemente 

zusammen mit denjenigen irgend eines Fundamentaltripeis 

Vi'y Pxy pj 

ein System von sechs Elementen bestimmen, für welches die Voraus- 
setzungen des Theorems (14) bestehen, gelten für dasselbe auch dessen 
Behauptungen. Es enthalten also In den Indices 

J(pi ) = p2 ? flu ^2 ; • • • 7 fla ? Pk f h? ^2; . • • • > A^l} • • • > ^ß J 
J{pk) = Pi, Äi > Ä2 ; • • • J fl« ; Pif ^17 ^2 7 • • • 7 Pi'i • • • 7 ^/* 

die beiden Anordnungen 

flu fl2 7 • • • 7 fl« "ö^ fll 7 fl2 ) • • • 7 fl« 

die Elemo^te 

p,' und py\ 

wenn überhaupt, in gleichen Folgen. Alsdann aber kann man 
nach Theorem (13) den Stellenwechsel der Elemente p/, pt in 'e7'(p/) 
durch die Inversionen einer Folge von Fundamentaltripeln bewirken, 
welche, gebildet aus den Elementen der Gruppe 

fll 7 fl2 7 • • • 7 fla 7 ^'7 Pk 7 

von den Fundamentaltripeln des Elementes p^ durchweg verschieden sind. 

Indem man dieses Verfahren in Bezug auf jedes Paar benach- 
barter Elemente des Index '«71,2(^2) wiederholt, dessen Anordnung 
derjenigen des korrespondierenden Paares im Index 'J(^^ invers ist, 
wird mau das System Ii,2 offenbar in das gesuchte 1^ über- 
führen. 

Mit der vollzogenen Identifizierung der Indices 

'J(p,') und 'J{^,) 

m 

ist gleichzeitig diejenige der Charakteriken je zweier die 

Elemente 

p^ und pg 

enthaltenden zugeordneten. Tripel erreicht. — Denn nach den 
Schlufsbetrachtungen des § 3 sind durch einen Index 

'^(^l) = p27 PZ7 Paj •••7 Pn 

und durch die Charakteristiken der n — 2 Tripel 

.Pl; P27 Ps; Pl7 ^^37 Pl\ •••5 Pl7 P»-l7 P'i 

diejenigen aller anderen Tripel 

^7 Po Pk ' 



§ 11. Beschreibung einer allgemeinen Punktegruppe ^^ etc. 207 

und durch die fernere Angabe eines zweiten Index 'J{p^) auch die- 
jenigen aller Tripel des Elementes p^ bestimmt. 

Es mag dem Tripel p^y PA Pt von 1^ das Fundamentaltripel 
Vif Pi> pik ^^^ ^ entsprechen. Alsdann sind zwei Fälle zu unter- 
scheiden, nämlich: 

1) entweder sind die korrespondierenden Tripel 

Po Piy Pk und pi, pi, pk 
ebenfalls Fundamentaltripel, 

2) oder es ist keines von beiden ein solches. 

Zunächst folgt aus der leicht zu erweisenden Thatsache, dafs das 
Indexsystem einer Gruppe von vier Elementen 

Pi> Pi, piy pk 

durch zwei Indices 

'J(t),) und V(p,) 

und die Charakteristiken zweier Tripel 

Piy Pif Pi und pi, pjj, pA 

unzweideutig definiert ist^ mit Bezug auf beide Fälle, dafs in den 
Partialsystemen 

Pi> Pi, Pi7 pk und p/, p;, pi\ pk 
die Fundamentaltripel 

P2> pi, pk und p;, p/, pt' 
entsprechende Hauptpunkte besitzen. 

Da ferner in einem Systeme von vier Elementen 

Po P»'? pi) pk 
durch die Wahl des Hauptpunktes eines Fundamentaltripels 

PiJ pi, pk 
die Stellung des vierten Elementes p^ in den drei Indices 

'JiV,'), '«/■(PO, './(V*') 

unzweideutig bestimmt wird, gelten in dem Systeme aller n fllemente 

Pl > Pi, ' ' ', Pnf 

falls p2f piy pk nicht Fundamentaltripel ist, die Indices: 

'^{Pi) = P\y ' ", piy pk, "', 
J^(p/) = Pa'j flo ' ", ^« ? pk? ^1 ? • • • ; ^ß, 
J{Pk)^Pi,'^i, •••, q«; pi, h, •••; V^ 

WO die beiden Reihen 

qi , q» , . . . , qa und q, , q2 , . . . , ^« 
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einerseits frei von dem, Elemente f)/ sind^ andererseits zwei Elemente 
P«; Py eines Fundamentaltripels p/^ )fx, p/) wenn überhaupt, iu 
gleichen Folgen enthalten. 

Es kann folglich die Reduktion des Tripels p^j p/, p/ auf ein 
Fundamentaltripel ohne Schädigung des Fundamentaltripels ))^', p/, Py 
erfolgen, so zwar, dafs das resultierende Fundamentaltripel sowohl in 
der Charakteristik als im Hauptpunkte dem anderen pg; Pi) Ph entspricht. 

Indem man diese SchluTsweise in Verbindung mit den bei den 
analogen Umformungen der Tripel Von p^' verwerteten Deduktionen 
successive auf alle p^ enthaltenden Tripel anwendet, welchen Funda- 
mentaltripel von I korrespondieren, wird man das Indexsystem I^' 
durch eine ganz bestimmte Gruppe von Inversionen in das gesuchte 
I»,! überfahren. 

Angenommen, es sei gelungen, eine Folge von Inversionen an- 
zugeben, vermittelst deren das System 

r = 'Ji(pO,'Ji(p,'),---, '«?i(P»') 

in ein anderes I^ übergeführt wird, 

'Jm{pm-\-l)} 'Jm(pm-\-2)j .-.; 'Jm(pn), 

welches mit dem Systeme 

in folgenden Stücken übereinstimmt: 

1) in den Indices der m Elemente 

2) in den Charakteristiken aller mindestens eines derselben ent- 
haltenden Tripel^ 

3) in den zu besagten m Elementen gehörigen Fundamentaltripeln, 

4) aufser in den Charakteristiken auch in den Hauptpunkten 
letzterer. 

Die Analogie der beiden Systeme I;^ und I in den m ludicespaaren 

gestattet zunächst einen wichtigen Schlufs auf die Bildungsweise je 
zweier entsprechenden Indices 

'Jm (Pm+Ä) und 'e7(pm+:Ä) • 

Es bestimmen nämlich gemäfs dem Theorem (6) die beiden Bildungen 

«^(Pi)=t^»7 [fli;--? V; ^17 •••; VL P'^+h IV+i; •••jH^, t^+i, ..-, t^] 
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und 

die dritte: 

JiPm+i) = 1^1, [qi , . . ., qj, p2> [^o • • M ^/j]- 
Der fortgesetzte Vergleich der verschiedeneu Paare 

(A, l = l,2,3y . . . , w) 
liefert daher schlielslich: 

J{p,n+l) = Pa, , [ti , . . . , r^], pa»; [fi ; • • • , fa], Po, , ... 
• • • 7 PöTO—i ^ Un • • • > M? P«ni' LJl > • • • > S|J 

und analog: 

«/m Cpm+l) =^ Pa, > [ti , . . . , T^ J , pa» 7 Ul 7 • " • ; !'' J > P«» * • • • 
• • • j Pa,n— 1 > L^i ; • • m ^ J ; P«m> L^l > * * ' > ^^ J' 

WO die Elementefolge 

eine gewisse Permutaidon der anderen darstellt 

Pi9 Ps ? • • • ; Pn» ' 
Es mögen die Anordnungen 

M ? *^2 j • • • 7 ^0 nnu tj j rj j . . • ^ '^q 

nicht identisch übereinstimmen. — Dann enthält die erste notwendig 
ein Paar benachbarter Elemente 

r* und tA+i, 
welche die zweite in umgekehrter Reihenfolge aufweist: 

^17 ' * * f ^A"}"!? •••7 *A; •.*? ^^7 

X/t^pm+2 und tA+l^^pm+S. 

Unter vorläufiger Vernachlässigung der Elemente 

Pm+4; pin + 6, ••.; P« Uud pm+4 , Pm+6 , '-', pii 

hat man also die Indices: 

J{pm+l) = Pai, Pm+2, Pm+3 , P«, , Po, , • . -, Pa^f 
Jm{pm + l) =- Pa» , Pm+87 Pm+2 7 P^ 7 P^ 7 ' • -7 P«m- 

Indem man jetzt einerseits von pm+i und pffhf2; andererseits von 
pm+3 und !pm-{-3 absieht, findet man übereinstimmend die Beziehung: 

J(pm+l) == Jm{pm-\-l)' 
Eberhard, Geometrie. 14 



^ 
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Infolgedessen bestimmen sich nach bekannten Regeln (Theorem (4)): 

Deshalb und wegen Theorem (6b) fallen die in Bezug auf die 
Systeme 

Plf P27 •••> Pmy Pm+ly P/n + S > Pm+8 U. p/, p/, ...,p^,, pm+1 , P^i, pi^ 

geltenden Indices 

J'(pm+2), J(pm + 9) und e7i„(pm+8)7 ^'^»(pm+s) 

notwendig unter eine der Formen: 

1) J(pm-\-i) = pm-\-l , p6,, Pb^, . . ., p6^^ , Pm + 8 , p6^, + i ) • • • 

• • '} P*m =«^m(pm+«), 
e7'(pm+«) ■* Pm-f-1, [K, • • -, Pft^J, Pm + 2, [P^i + l^ ' ' *> 

• ••» <^*m] " «'m(pii+3), 

2) «/(pm + s) = iPm-hl, Pm + s), p6» , p6. , • • -, P^„ = Jm{pm + i) j 
J^(pm+8) = (pm + 1, Pm+2), Pc^ > pc», • • -, Pc„ = eT"». (pii+s)- 

Die erste Annahme ist illusorisch^ da aus den m -^ 2 Relationen 

J^(Pl) = ^-(PlO; ^(P2) = ^m(p/). • • •. ^(P-) = ^«(Pm), 
«^(pm+2) *= «^m(pm+2); e7(pOTH-8) == «^»«(Pw + s) 

auch die weitere folgt 

diese aber im Widerspruch mit der Voraussetzung steht 

Es kommt also nur der zweite Fall in Betracht^ und hierfür 
bestimmen sich die betreffenden Indices durch: 

J{Pm + l)^Pa,,Pm + 2,pm-\-S,pa^)Pa,,''',Jm{pm + l)==panPm + 3ipm'hi>P^yP<*M9-' 
e7'(pm+2) ==(pi/i+ I7 Pm+s); Pbtf P6. ; •••; Jm(pm + 2) = (pm+l, pm+s), Pi, P^) ••• ; 
J(pm + 8) = (P«+1, Pm+2), Pq, Pci, ..., e7'^(pm+8) = (pm + l ) Pm+i), P^ ; Pc, ,*'• • 

unter den oben betreffs der Indexsysteme I^ und I gemachten 
Voraussetzungen findet man folglich in dem Systeme aller n Elemente 

ri> P2 ; • • • ; P« 

die Gruppe der Indices: 
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) vm vPm+l) '^^ Poi > '^1} 1*2 > • • • j pm + 9i Pm+ 2 7 • • • j" 1^(j 7 r^a ; • • • > P«a ; • • •; 
«^rnCpm+s) = Pm-\-l) ^1,^2^ '"i^a, Pm + 9) .••, p6,, •••, pb^j ••., V*,;,»«--; 

Die BilduDgsweise dieser drei Indices lafst auf den ersten Blick die 
Möglichkeit erkennen^ innerhalb des Sjstemes Im den Stellenwechsel 
der Nachbarelemente 

p,n^i und prt,+3 

im Index 

durch eine sich ausschliefslich auf die Elementegruppe 

beziehende Inversionenfolge auszuführen. 

• 

Es waren die beiden Indices 

J{pm + l) und Jmipm + l) 

bestimmt in den Formen: 

e/(pm+l) = pai> [^1, •.., t^>J, per,, [|i, ..., 1a], pa, , ..., pa^, lEi j .••> E|J> 
e/inCPm + l)== Paij ^i y • • '} '^Q 1 Pa, , ll>»«'>1ff7 P«»; * * ' > r<',«, El ) • • * ; St * 

Wendet man daher in lA und allen aus ihm abgeleiteten Systemen 
die Yorbeschriebene Umformungsmethode successive auf die einzelnen 
Reihen an 

^17 ^2 > • • • ; ^q] 11 j 12 > • • • 7 \oi • * •> El ? E2 > • • • ? Ec 7 

80 wird man den Index 'Jm{pm+i) durch eine Folge ganz aufserhalb 
des Systemes 

Plf P^) • • • ; Pi'i 

sich YoUziehender von den Fundamentaltripeln dieser Elemente 
TöUig unabhängiger Inversionen auf die Form des Index 'J(pm^i) 
bringen. 

Nach den ursprünglichen Voraussetzungen wird das dadurch 
entstehende Indexsystem In^i bereits in allen denjenigen Fundamental- 
tripeln des Elementes pm+i mit dem Systeme I übereinstimmen, 
welche eines der ersten m Elemente p/ enthalten. Aufserdem kommen 
je zwei korrespondierenden Tripeln 

Pm-\-ly Pz\ pj und p,ii + l, px, Pu 

stets gleiche Charakteristiken zu. 



*) Vergl. hierzu die Ausf'uhnmgen des folgenden Paragraphen über die 
Elementartransformationen eines allgemeinen Indezsystemes. 

14* 
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Gesetzt nun; es entspreche dem Tripel 

das Fundamentaltripel 

Wenn dann %' selbst ein Fundamentaltripel darstellt^ so folgt; wie 
oben; aus den Beziehungen 

'J(p/) = 'J-(p.) und 'J(p;+0 = '«^(Pm+i), 

«(Pl'j P«+l> Pm+h) •= C(p,, pm+lf Pm+ü) 

(Ä=2,3) 

für beide Fundamentaltripel 

%' und %' 

auch die Korrespondenz ihrer Hauptpunkte. 

Ist dagegen %' kein Fundamentaltripel; so nehmen wegen der 
doch allgemein herrschenden Korrespondenz je zweier Quadrupel 

Phf Pm+h Pm+Sy Pm+S Uud pn, pm + l, pm-f 2, pL+Z 

(A «=3 1; 2; . . ., m) 

die Elemente 

Pi} l>ji; • • -7 Pm und p/; p/; . . .; p;, 

in respective den Indices 

gegenüber den zweimal drei Elementen 

Pm+l, Pm+2, Pm+S UUd pm+1, Pm+if Pm+S 

ganz entsprechende Stellungen ein. Es involyieren daher die in I 
geltenden Beziehungen 

J(pm-\-l)'=pm+2) Pm+8, " ] J{pm-{-i) '= pm-^1, Pm+Sy • ■ .} 

J{pm + z) = Pm+1; Pin+2, • • • 

für Im,i gemaXs dem Index 

J(pm+l) = P/n+2, Pm + S, • • • 

die beiden anderen: 

e/in(pm + 2) = Pm + l; tj^ , Qg , ..., q« , pm+S i •••, 
«Tin (pm-f-s) = Pm+1 > CJi , ^g > • • •; fla , Pm+2 ; • • • > 

WO die aus denselben a Elementen gebildeten Reihen 
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kein einziges der ersten m Elemente p/ enthalten. 

Es existiert mithin eine innerhalb der Elementegruppe 

Qu ^2) • • • ; Qa ; Pm+% ; pm+8 

auszuführende Folge von Inversionen, welche das System I,^,i in ein 
anderes mit dem % entsprechenden Fundamentaltripel %' überführt. 
Was betreffs der Umformung des Tripels %' dargelegt worden, 
läfst sich unbeschadet der erzielten Reduktionen successive auf alle 
analogen Tripel pm-{-i} pJ} Py ausdehnen. Man kann also das 
System I^^i unter Erhaltung der Indices und Fundamentaltripel der 
w Elemente ^ / 

TL) ri 7 • • • I Pm 

elementar in ein System Im+i umwandeln, welches mit dem Systeme I 
auch in dem Index und den wohl definierten Fundamentaltripeln des 
Elementes pm-{-i übereinstimmt. 

Es habe die geschilderte Schlufsweise, bis zu dem Werte 
n^ssn — 2 fortgesetzt, das System ergeben: 

Dann gelten notwendig auch die Beziehungen: 

'e7-„-2(p^l) = V(pn-l) und 'Jn-2{pn)^'J{pn). 

Da nämlich für jedes Elementequadrupel der Zusammensetzung 

Pn-lj Pn, Pij Pk 

bereits die Relationen bestehen: 

'Jn^,{p;) = 'J(P,) , 'Jn-.{Pk) - 'J{Pkl 
<^(a?iy Pky W-l) = KPif pk, Pn-l), C{p{, pk, pn) = c(p,-, pk, pn), 

SO sind auch die anderen erfüllt: 

V„_2(p„'-i) = 'J(p,_i) und 'Jn-,{pr:)=-'J{pn), 

also auch die behaupteten. 

Dem hier entwickelten Transformationsverfahren liegt die still- 
schweigende Voraussetzung zu Grunde, dafs die zu vollziehenden 
Inversionen sämtlich Fundamentaltripel mit endlichen Hauptpunkten 
betreffen. Denn nur für ein solches Fundamentaltripel 

pilpkTp: 

ist der Begriff der Inversion eindeutig definiert^ geometrisch mit dem 



214 Erster Abschnitt. 

Durchgange des Hauptpunktes 

durch die endliche Verbindungsstrecke 

pk p:, 

schematisch durch den Stellenwechsel der Elementepaare 

Pk, pr, pi'y p/] Pn pk 
in resp. den Indices 

'Jipn, 'Jip'-'), '«^(po- 

Gegenüber einem Fundamentaltripel des Typus 

PL \Pi7'Pk7 p! 

unterscheidet die Anschauung drei an sich gleichberechtigte Möglich- 
keiten des Inversionsprozesses, nämlich den Durchgang jedes einzelnen 
Punktes erst durch die unendlich ferne und dann durch die Ver- 
bindungsgerade der beiden anderen. 

Gesetzt daher, es wäre in der Reihe der oben ermittelten suc- 
cessive hervortretenden Fundamentaltripel 

durch deren Inversionen das System I' in I übergeht, das erste 
Tripel der Art gegeben durch 

%h = pi\ pk\ p{, 

(m + l^i<i<Z) 

so würde der Inversion desselben in dem zugehörigen Indexsysteme 

«P/, P^\ Pv) = c{p,, p,, p,)) 
gemäfs den gerade geltenden Indices 

'JiPi) = Pm Pa, •., P/, p/9 .•; 'JiPk) = Pi', Pö\ .., P/, pl\ .., 

'«'(P/) = Pl'; P/, . •, K, P/, . . , 
«P/, Pk, P!) = + 1) 

durch jede der drei Annahmen genügt werden: 

1) J'(p/) = Vl'; Pa', '•', Pky pi, ..., 'J{pk) = Piy Pö', ..., Pl,Ph"-7 

'J{p!) = p/, pc, . . . , |)/, p*', . . . ; 

2) VCp/) = p/, |)a', . . . , P*', p/,*. . . , J'ipk) = Pi', p/, . . . , P/, P/; • • • > 

'«''(P/) == Pi'? P/; . . • , p/, P*', . . . ; 
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3) '^W) == ^ij ^a) "y Wy P/> • • • > '«'^(PO = ^^i'; P*'; • • • > P/j PA • • • i 

"^'W) = Pl') Pc'? • • M Po P*'» • • • • 

Der Vorgang würde also aufser der Umstellung der Elementepaare 

P*'; P/; Po p/; P/; P*' 

in resp. 

noch den Bichtuiigswechsel eines dieser drei Indices^ etwa des ersten, 
yerlangen. Hierdurch würden die Charakteristiken sämtlicher Ele- 
mentetripel 

Po pAiJ PÄ. 

in die entgegengesetzten verwandelt und damit die bereits bestehenden 
Relationen 

^(Po Pi'^ P/) = ^(Pö Pi, P*) 

wieder illusorisch gemacht werden. 

Weil aber die obige Umformungsmethode an den durch die In- 
versionen gewisser X Tripel 

%' %' ST/ 

einmal erlangten Beziehungen 

'Jipi)='j(vi) und ccpi', pj, p;)=c(pi, p,, py) 

in ihrer Fortbildung consequent festhält, sie mithin die Yollständige 
Inversion eines Index ausschliefst, fordert die Erkenntnis ihrer be- 
dingungslosen Durchführbarkeit noch den Nachweis, dafs jedes ein- 
zelne der in ihrem weiteren Verfolge zur Inversion gelangenden 
Fundamentaltripel 

einen endlichen Hauptpunkt besitzt. 

Zu dem Ende dient folgende Überlegung. Gemäfs ihrer Eut- 
stehungsweise wird man die Fundamentaltripel 

in zwei Kategorien sondern: 

1) in solche, welche nach der Herstellung des Systemes 

aus dem Vergleiche der differierenden Indices 
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'Jmipm+l) = Pai , CJ^ , flg , . . . , q,— i , . . . , q* , q,- , . . . , pci, , . . . , pa, , • • . > 
«/(Pm+l) = pai y qi ; q2 j • • • > q*— 1> qi > • • • ; P«« > ' • • ; P<»» » ' ' * 

(«1 , «2 7 0^3 , . . . , a„, = [1 , 2 , 3 , . . . , w]) 

in den Tripeln 

pm+i, q/, q*' 
unvermittelt hervortreten; 

2) in solche, welche im Gefolge der Redaktion eines Tripels 
erster Art 

mit den Indices 

J{plf ) = )pi , Xif tj , . • • > Px ) • • • ; Py 1 • • • > ^a ? P/ > • • • > 
«^ vP/ / *^™ r* f ^1 » ^2 ) • • • ; Py 7 • • • 7 P« 7 • • • > ^a ? P* i • • • 

als die Tripel resultieren: 

P*'7 P«'; P/; P/7 P*'7 Py' ^zw. p/, J)/, px'; pi, pt\ Py'. 
Im Falle eines Tripels der ersten Gruppe 

pm+i, q/, q/ 
involvieren die Beziehungen 

c(Pa., p,i+i, q,') = c(pa,, p/n+i, q.), ^(^«1 , q/, q*') =c(pa», q.-, q*)7 

^(Pfli7 fl*'7 Pm+l) = c(pa,, q*, Pm+l) 

unter der Annahme des Primärbereiches 

p« I pr«+i , q/, q/ 
für die entsprechenden Quadrupel 

Pai7 Pm+i7 Q/7 ^k und pa^, ^,„4.1, q,- , q* 
auch die Übereinstimmung der Indices: 

'J(pm-^l) und 'J{pni+l) , 

also einen Widerspruch mit der Voraussetzung. 

Unter Annahme eines Tripels des zweiten Systemes von dem Typus 

p*', p/, py 
mit dem Primärbereiche 

P» I P*', Px\ py 

kann man statt der Inversion dieses stets diejenige des anderen aus- 
führen: 

p/7 P* 7 py'- 
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Zeigt dagegen das Tripel die ZusammensetzuDg 

Pkf pty px\ 
gelten also die Indices 

J(pi) = P«! > • • • ? Pl) Pkf . . . , Pa^f ' "} Pa^, . . ■ ; Pa^j • • • , 
*)J(pk) ~ pi\ p^', plj . . .; Pfti , . . ., PaI, . . ., Pb[^2 . . ., 
J(pt) = Pi t Px, Pk, . . • , Pci » • • • , Pc^y • . • ; Pc^f . . . ; 
vL^l ? ^2 > • • • ; ^'»J } \Pl } ^2 » • • • > ^»»J ) \ßlf ^i } • • ' > ^'«J *^^ 1| ^; *^> • • • 7 ^/ 

80 involviert die Bedingung des Primärbereiches 

p« I pk, pi, px 
die gleichgerichteten Indices: 

^Px) = Pl\ pk, px,, px,, ..., Px^ , 

^{Pk) == P/, px', pi, . . . , K , . . . , Pir, . . . , ^)6,„ , . . . , 

J (p, ) = pk, px', pi, '", iJc^ , . . . , Pcj^j , . . • , pe,, . . . , 

und folglich auch: 

^ /(^)/) = p/, pk, . . . , px', . . • • 

Dieselben gehen infolge eines Drehungswechsels des Index 

und der nachherigen Inversion des Fundamental tripeis 

P^' i pk, pi, 
in die anderen über: 

J(Px) = Piy pk, Px^ , Px„_i , . . . , px,, 

^(Pk) = piy Pi7 Px\ • • • ; P6i 7 • • • ; Pb,ni " ') 
J{pl) = P*', pk, Plj ' ' ', Pelny '"} Pci, ' •', 
J{Pi) =Pi\ pk, •.-, px, ", 

und es verwandelt sich mithin das Tripel 

pi, pk, pt' 

*) Gegenüber dem allgemeineren Vorkommnis 
•fiVk) = Vn Px, » ^x» » • • • » Pi;i » P/i • • ■ » Pö, » • • • j !>4 > • • • > Pft'^j » • • • j 

ist derselbe Scblofs nar X-mal zu wiederholen. 



{ 
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in ein Fundamentaltripel mit dem Primärbereiche 

P^ I Pi) P*'» Pi- 

Es folgt aber aus den der Voraussetzung nach bestehenden 
Relationen 

^(Pa'; Pif Pt) = KPh} Pt\ P!) = KPh, Pi, pi) = 

= C(PA, pi, Pk) =C(PA, Pkf Pl) =c(|)ä, Ply pi), 

(h = 1,2,3, ..., m) 
dafs die beiden Tripel 

Pi9 pk, pl und pi, pky pl 
innerhalb der Systeme 

Piy pk, pl, P/, Pa', '", pin und pi, pk, pl, Pl, Pi, . .., pm 

ganz entsprechende Stellungen einnehmen, sie also beide bei gleichen 
Charakteristiken die Primärbereiche definieren : 

pi I pt, pk, pl und poo I pi, pk, pl' 

Hieraus und aus der gleichfalls hypothetischen Obereinstimmuug 
der Indicespaare 

gegenüber den Systemen 

Pl\ P2) "1 Pm und Pl , p2 7 • • M Pm 

folgt schliefslich auch deren Homologie hinsichtlich der anderen: 

p/, pk, pl, Pm ..., pm und ^),, px-, p<, Pl, ..., p,„, 
d. h. es bestehen: 

^P«') =' Pi, Po P*', Pa., Pi, . . ., Pa^, 
^(PO = Pa. , Po Pit; Pa., pa, , • • -, pa,„ • 

Dieses Resultat steht aber im Widerspruche mit der ursprünglich 
angenommenen Coexistenz der Indices: 

/(PO = P«i/Po P*', Pi, ... und ;7(p;) « p„., Pk, pl, pa., ..., 
der Hauptpunkt des Tripels 

pk, pl', Px 

fällt somit in eines seiner Elemente. 

Die Entscheidung der letzten noch offenen Frage, ob und wie 
die ersten Phasen der Elementartransformation des Indexsvstemes V 
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in ein zweites I durch eindeutige und endliche Inversionen zu leisten 

seien, beruht auf der Gleichwertigkeit des Namenwechsels zweier 

Elemente 

p; und p; 

mit einer ganz bestimmten Reihe derartiger Inversionen. 

Es ergiebt sich diese Thatsache aus dem Vergleiche der Indices: 

Hier bestimmen die in den Reihen 
entgegengesetzt geordneten Elementepaaro 
nach Theorem (13) eine Succession von Tripeln 

(!•) \>kf Px[, Pyi; P*', P^, Pif^j "'] Pk, Pxx y Pn y 

deren erstes ein Fundamentaltripel des gegebenen, jedes folgende 
nach den Inversionen aller vorangehenden ein Fundamentaltripel des 
abgeleiteten Indexsystemes darstellt. 

Gemäfs der sich aufhebenden Wirkung einer zweimal nach ein- 
ander ausgeführten Inversion wird nach Vollzug der Inversionen 
sämtlicher Tripel von (1.) die entgegengesetzte Tripelfolge 

(2.) P*', Pxx y Pix 5 P*'» P^-1 ; Py^-1 5 • • M P*'; Px, , Py, 

gegenüber dem transformierten Indexsysteme die analoge Eigen- 
schaft zeigen. Es entsteht aber durch den besagten Umformungs- 
prozefs der Reihe (1.) das System: 

'^{P!) = Pky Pi\ , ^J/{ , • . . , P/Ua ' '«^(P*') = Vo Pi\ y P'L • • • > Pin-2 ? 

J{Ph) = P/, P*', Ph, , pA, , . . . , 

Ä = 1, 2, . . . , i — 1, i + 1 , . . . , h — 1, Ä + 1, . . . , n. 

Durch die weitere Vertauschung der Elemente 

p/ und p*, 

d. h. durch die Inversionen der nach einander auftretenden Funda- 
mentaltripel 

Piy pky pi[ ; p/, pky pi\\ . . . ; p/, p*', p/„_2 

verwandelt sich die Reihe der Tripel 

pky pxx y Pn'i ' ' ' 7 Pk y P^'i y P'A 

unbeschadet ihres Charakters in die andere: 

Po P'.i > Pyli 5 • • • ; Pi'f P'i } Pn ' 
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Dann aber führen die successiven Inversionen der Tripel dieser Reihe, 
wie behauptet; zu dem verlangten Systeme. 

Dafs jedes der inversierten Fundamentaltripel 

Pt\ Pxf, , Pvf, ; p/, pk, pm ; Pi, Pxf, , Psik 

einen endlichen Hauptpunkt besitzt^ ergiebt sich einerseits aus der 
ursprünglichen Construierbarkeit der einzelnen Elementequadrupel 

Pi7 Pk, Pxf, , py^ , 

andererseits aus den jeweiligen Indices: 

1) '/(p/) = p;, p;, , p;, und 'j(p;) = p/, p;, , p;, , 

2) 'J{pi) = Pk, pm, . . . und 'J(p;) = p/, p^ . . . , 

3) v(p/) = p;, p,;, p;, und v(p/) = p/, p,;, p,;, 
J(p^h) = p/; p^a; • • • "°<i ^(p^ä) = Po P'A ) ' • • • 

Danach enthalten die Primarbereiche 

1) p» ! p*'; Ph y Plh > 2) p; I p/, p*', p«;, 3) p; | p/, p^^^, p^/ 

resp. die Elemente: 

1) p/, 2) p;, 3) p,'. 

Nun läfst sich sowohl die Überführung des ursprünglichen Index 

'J(Pi) = P2'; P^y Pa,y . . • , P«„ 

in irgend eine vorgeschriebene Form 

'«'^(Pi') = Pa'> Ps'» P4 7 • • • ; P«'; 
wie auch der nachherige Wechsel einer Charakteristik 

^(P/> Po P4i) 

stets und allein durch die successiven Yertauschungen einer Anzahl 
von p/ freier Elementepaare erreichen. Hierzu sind in V zunächst 
entsprechend der Reihe 

P2 > P<h) Pö« > ' ' '7 Pa„ 

successive die Elemente 

Ps ; p4 > • • • > P»-i 

mit allen sie von resp. 

Pi) p3 > • • • > Pn— a 
trennenden Elementen in fortschreitender Folge umzuwechseln; dann 
gemäfs den umzukehrenden Charakteristiken 

ö(Pi'» PA P«4-i)^ ^(Pi'> P*'» P*+i), ^(p/7 Po P/4-O» ••• 

(i < A; < i < . . .) 
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die einzelnen Indices 

der Reihe nach in 'J(pi) umzuwandeln, und im Anschlnfs an jede 
solche Transformation die Inversionen der Tripel auszuführen 

(Ä = a; + 2, ic + 3, . . ., «, 1, 2, . . ., a;). Q. e. d. 

Man kann deshalb alles zusammenfassend jetzt den Satz formulieren: 
Theorem 15: Sind zwei inäquivalente in allen ihren 
Elementequadrupeln geometrisch-deutige Indexsysteme ge- 
geben: 

und 

T = 'j(p,), 'Jip,), ..., 'J(p.), 

80 liefert allemal ein wohlbestimmtes Verfahren zwischen 
beiden eine Verbindungskette von paarweise gleichfalls 
inäquivalenten Systemen 

I V I" . W I 

in welcher zwei benachbarte Systeme durch die endliche 
und eindeutige Inversion eines einzigen Fundamentaltripels 
unterschieden sind. 

Die Zuordnung der Elemente von I und I läfst sich von vorne- 
herein stets so annehmen, dafs nicht nur die Transformation des 
Iudex 'J{p{) sondern auch jeder Gharakteristikenwechsel eines Tripels 
Pi} p9i Py vermieden wird. Es beruht dies auf der durch die Vor- 
aussetzungen über beide Indexsysteme bedingten Existenz sogenannter 
ideeller Aufsenpolygone. Behufs des Nachweises und der Bestimmung 
eines solchen. gehe man unter Bezug auf I von irgend drei Elementen 
aus 

Pa., P^, Pa, 

und suche alle diejenigen Quadrupel auf 

Pa^y P^, Pa,, P« , 

deren vierte Elemente pj innerhalb der endlichen Dreiecksfiäche liegen 

^(Pkf P^f PO- 
Dieselben werden bei positiver Charakteristik 

c(p;, p;, p;) = + i 

entsprechend den Indices 
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«^ (P«J "== Pfli > 1^1 » ^2 > • • • 7 P« > Ii > 12 ; • • • ; ly J > P«i » • • • 
gegeben durch: 

Hl ; H2 > • • • > Ha • 

Die Ausscheidung dieser Elemente wird das gegebene System auf 
das andere reducieren: 

Aus den nach wie vor geometrisch realisierbaren Elementequadrupeln 
des letzteren greife man eines der Zusammensetzung heraus 

P«i; W.» P^> Pa, 

und sehe zu^ ob das Element p^« entweder in einer Scheitelfläche 

oder in einer Seitenflache 
des Dreiseites liegt 

In dem ersten Falle wird dj£ Ausscheidung des Elementes pa^ und 
aller anderen mit ihm der Fläche ^(fi^, pi, , paj angehörigen Ele- 
mente ein System ergeben 

'P«»i = Pi ; p2 > • • • > Pw» > 
(fWg < Wi — 1) 

welches von dem Tripel 

P^7 Pa,7 Pa, 

aus dem vorherigen ^^^ analog zu behandeln ist. 

In dem zweiten Falle betrachte man nach Elimination der 
Punkte von 

^(Pi , P; , PaJ 

mit Bezug auf ein noch übriges fünftes Element pa^ die beiden 
Quadrupel 

P«i» Pky Pa.y Pas UUd p«,, p^ , p^^ , p'a^ 

bezw. die beiden anderen 

Pi » Pa, , Pi , Pi und pa, , Pa, , pa, , Pa, • 

Nach Unterdrückung aller etwaigen Elemente der Flächen 

^(p;, p;, p;); ^(p;, p;, p;), ^(p;, p;, p;), ^(p;, p;, p-'j 

wird entweder, wie vorher, ein Quadrupel 
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oder ein Qointipel 

PfliJ rffa> Pot; Pa*; 1^«» 

Ton der Beschaffenheit resultieren^ dafs je vier seiaer Elemente ein 
elliptisches Punktequadrupel bestimmen. 

Bei der begrenzten Anzahl n der Elemente p/ mufs das vor- 
stehende Verfahren nach höchstens n — 2 Wiederholungen zu einer 
ganz bestimmten Gruppe führen: 

SO dais kein Element derselben, wohl aber jedes andere mit min- 
destens drei von ihnen ein hyperbolisches Quadrupel bildet. 

Man kann weiter zeigen, dafs das dieser Gruppe zugehörige 
Indexsystem ein einfaches convexes m-Eck definiert. Es scheiden 
nämlich die eindeutig bestimmten Werte der n — 2 Charakteristiken 

<P^7 P^7 Wa)=±1' 
(A = 3, 4, . . . , w) 

das System in zwei zur Linken und zur Rechten der Geraden 

Pk Pi 

gelegene Gruppen: 

Pk) P4> • • •; Pöß und pe[y pi^j . . ., p€y> 

Dann aber gelten gegenüber den der Voraussetzung nach elliptischen 
Punktquadrupeln 

Pkf P^f Pxi7 P*jt bzw. pa,, P^f Pxij Wjb 

(x ^hyc) (x = b, y = c) 

resp. die Indices: 

'J{Pad = Pk y Pxi7 P4 » , 'J^(Pai) = Pk y P^i > P»k > 

bzw. 

'J(Pa^) = Pa, , Pxi , Pxt y ^^iPa^) = Pa, , Py* , Pxi , 

und also bestehen allgemein die Bildungen: 

«^ ipH/ '^ P^i) P^> ' • ' ? P«Ä— 1 > ^'«A+l f ' ' ' > P^m • 

Einem solchen Indexsysteme entspricht bekanntlich ein einfaches 
positiv-convexes w-Eck 

Pai y Ptf« ) • ' • y Pa„^ » 

und hierdurch ist das sogenannte ideelle Aufsenpolygon 
des ursprünglichen Indexsystemes I vollkommen und un- 
zweideutig definiert. 
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Dies vorausgeschickt wird man die verlangte Transformation 
des Indexsystemes 

in das andere 

mit den Charakteristiken 

wie folgt; ausführen: 

Man bestimme aus I und I die zugehörigen positiv -convexen 
Aufsenpolygone 

Po,, Pa., . . ., Pa„ und p6,, pft, , . . ., pb^,, 

und ersetze in beiden Systemen gemäfs den Indices 
und 

die Elementefolgen 

Pai> IP^I«; P'i? ^«> •••; P«!? ••• "^^ K> Pf»i7 Pmi, p/»/, > ••.) p6, > •-• 

durch resp. die anderen: 

Pi'j )5/, ps'j • • •,; P« ™<i Pi ; P2 » P3 > • • • > P« • 

Die dadurch entstehenden Schemata werden die vorgesehenen Über- 
einstimmungen an und für sich aufweisen. 



§ 12. Die Elementartransformationen eines allgemeinen Index- 
systemes xind dessen geometrisoh-dentige Auffassungen. 

Fundamentale Indicesgruppen. 

Die Resultate des vorigen Paragraphen auf Indexsysteme all- 
gemeinen Charakters auszudehnen, betrachte man zwei formal be- 
stimmte Schemata: 

r = j(p:) , j(p,') , . . . , jcpo und T = j(po , j(p,) ,..., J(p.) . 

Hier ist die Aufgabe der Elementartransformation des einen iu das 
andere System an sich unbestimmt , und sie erhält erst mit der Fision 
des Drehungssinnes jedes einzelnen Index eigentliche Bedeutung. Man 
denke sich daher das eine System I von vorneherein durch eine be- 
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liebige eindeutige Darstellung repräsentiert: 

betreffs des anderen T dagegen nur für zwei Indices die Drehungs- 
richtungen festgelegt: 

i'=v(po, 'Jip»), Jip,'), J(.p:), ..., ^(p.'). 

Auf diese Schemata lassen sich die früher (pag. 130 und 206) 
ent-wickelten in einfachen Element wechseln bestehenden Transfor- 
mationsmethodpn ohne weiteres anwenden, und sich mit ihrer Hülfe 

zunächst der Index '«7(p/) in 'J{pC)} darauf unter Festhaltung des- 
selben der entsprechend veränderte 'Ji{pi) in 'J{pi) transformieren. 
Dadurch gewinnen die beiden Systeme die Formen: 

'Jips) = Pi'y P^9 K> • • •> Pa^f 

JiPO = t^i'j [\i} • • • ; U] ; P2 9 fti'; • • • ; t/Ü > 
«'^(Ps) = Pi > fli ) • • • 7 flffi ; P2 > ^1 » • • • ? ^«1 ; 



Gesetzt nun, es zeigen die Indices 

JCP.O und 'Jip,) 
entsprechend den zugeordneten Drehungsrichtungen 

Pi'; ^i9 P%7 ^k und pi , q.- , p2 , r* 
die differierenden Bildungen: 

^\p3 ) "^ Pit fli > • • V p5 7 • • • > P4 > • • • ; p2) L^i ; ^a ; • • • > ^«i J 9 

^\Pz) "^ Pl9 flu • • • 7 P4 7 • • ' 7 P6 7 • • • 7 Pa 7 ^17 ^2 7 • • • 7 ^flf» > 

so bestehen in den Partialsystemen 

Pi'7 P2'7 ^3^7 P/7 Ps' ^iid pi, pj, p3, ))4, ^)5 
notwendig die Indices: 

«^(P^O = P/7 P2'7 (P8'7 Pö') 7 , J(Pa) = Pl 7 P2 7 (Ps 7 Pö) 7 

und _ 

«^(PöO = Pl'7 P2'7 (P3'7 P/) J'CPs) = Pl 7 P2 7 (Ps 7 P J • 

Eberhard, Qeometrle. 15 
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Denn da unter den nach Theorem (6 c) allein noch in Frage kom- 
menden Annahmen 

und 

JiPb) = Wf Ps} P2J Pl J{P^ = Pl ; P3 > PtJ P4 

die vier Relationen erfüllt sind 

und dann nach Theorem (4) auch die fünfte gilt 

^(Ps') =- «7=(Ps), 
ergiebt sich in diesem Falle ein Widerspruch mit der Voraussetzung. 
Wenn also für zwei charakterisierte Indexsysieme 

J^CPA • • • ; J{Pn) ^nd J(pO , . . . , J(p») 
zwei Paare korrespondierender Indices ganz analog gebildet sind; 

'^(PtO - '^(Pi) «nd 'J(p,') = '/(p,), 

in einem dritten Paare aber mindestens je zwei entsprechende Ele- 
mente in entgegengesetzter Folge auftreten ^ 

«^(Ps)*^Pi } "*> Ph •••> P*7 •••> p2>""> *^(Pb) =*Pi> •••; P*> •••; P»> •••? P«> •••» 

SO werden in den 2 . 2 Indices 

die Elementedupel 

Ps', P*'; Ps'; P/ und |)3,pt; p8,p, 

resp. die anderen 

p/, P/ nnd pi, ))j 
nicht trennen. 

Auf Grund dieses und eines früheren Satzes kann man aber den 
Index J{pi') ohne Alteration von 'J(pi') und V(pj') in den vorgeschrie- 
benen JQfi') elementar überführen und erhält dadurch die Systeme: 

J(ph) = Pi', Jäi, Ja,, . . ., pj', t/'j, t*,, . . .; pfi\ Ja^, Ja,, . . ., 

«'^(Pa) =Pi, Ia^, fft,, ..., p2, Ia,, t*,, ..., p^f Ja»; Ja*? • • v 

Ä = 4, 5; . . . , n. 
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Gesetzt, die Indices 

J{p;) und J(p;) 

enthielten die differierenden Elementefolgen 

Pi'j fi'; " f Pm, p/i • . 'f Pi und \>^, fi, . . ., pi, . . ., pmt • . ♦, p2, 

so ergiebt ein analoger Schlafs betreffs der Bildungsweisen der Indices 

J(P0 undJ(p^), 
dafs innerhalb derselben kein einziges der drei Elementepaare 

Pi'; Ptj P2'» Pi'j P$} Pi' 

durch resp. die vierten 

Pa? Pm und p/, pi 

von einander geschieden wird, d. h. es gehören diese letzten zwei 
Paare in resp. den Indices 

J(pl') — pi, j/j , 14, . . -, p2} t<i> K) • • •> P3» ?'x> lh9 " •} 
*^\Pm)^^Plf ItUi» I»'»; •••> p2 7 *»»i > ^»»1 > •••> r 3 > £"»1 > ?*»« » *•• 

ZU je einer der 2 . 3 Reihen : 

Laut Theorem (13) kann man deshalb auch den Index J{p^) ohne 

Störung der drei anderen 'J{pi), 'J{pi)} JiP^) elementar in JQf^) 
umformen. 

Es liegt auf der Hand, dafs die vorstehende Schlufs weise an- 
wendbar bleibt, bis n — 2 Indices 

«^(Pi'), J(.p»), J(p.'), ap:),-'-, «^«'-o 

successive auf die Formen gebracht sind: 

'J(Px'), '«), W), W), • • •, ÄPn-*)' 

Ich behaupte, dafs alsdann die beiden noch übrigen Indices 

J-(p;_.) und Jip„') 
gleichfalls die Darstellungen zeigen: 

j{p:^i) und J(p;). 

Zum Beweise gehe man wiederum aus von den Partialsjstemen 
Angenommen, es bestehen zwischen denselben die Beziehungen 

15* 
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«^(V»') = ^i', P». P*, P6 + «^(Ps) =='Pl,Pi,p6,Pif 

und also auch die Indices 

J{Pi) =- Pl, Pi, (P>, Pi), ^ «^(PJ ^Pl,Pi, iPs , Ps) I 

und _ ^ ^ 

JiPi,') = Pi> W, iP,, P*') JiPt) - »5. , P« , (Pj , V*) . 

so hat man a priori drei Fälle zu unterscheiden, nämlich: 

1) Jip:) -= Jip,) und J(P5') = ^(P6), 

2) j(p;) = J(pj und j{p,') -^ jyp,) , 

3) «^(p;)+«^(pj «ad JiPi ) =^ JiPd • 

Im ersten Falle folgt aus den vier Belationen 

Jipii^Jipi), Jip,')=Jip,), JiP.i-^Jip*). j'Cpd') = <r(p,) 

nach Theorem (4) auch die fünfte 

Jip,') = J(p.)\ 

es resultiert demnach ein Widerspruch mit der Voraussetzung. 
Im zweiten Falle transformiere man das Indexsystem 

api), Jipi), Jip,'), Jip:), Jip^') 

durch die Inversion des Fundamentaltripels Jp^', p^, p^' in das andere 

«^(p,'), J(p2'), ^i(fe'), Jdp:), j.ip,'), 

für welches die Beziehungen statthaben: 

APil-ÄPt), AP,') = J{P.), J;(P,') = ^(Pa), J.iPsl^m. 

Da die Coexistenz letzterer wiederum gegen dtis Theorem (4) ver- 
stöfst^ ist nicht nur dieses System^ sondern auch jedes aus ihm ele- 
mentar abgeleitete und folglich auch das ursprüngliche illusorisch. 

Im dritten Falle endlich führt die Inversion desselben Funda- 
mentaltripels zu den Relationen: 

J(p,') = j{Pt) , Jip,') -= j(.pd , 

und es ist daher mit dem einen auch das andere System existent. 
Wenn also in zwei Indexsystemen 
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APil, AW), •'-, JiPt,') und J(Pi), J(.P»), ", ÄPb) 
zwei Paare entsprechender Indices gleich gebildet sind, 

J'CftO-^CPi) und J(p,')'^J(p,), . 

80 gilt das nämliclie entweder von keinem einzigen oder von 

jedem weiteren solchen Paare; 

oder: 

Wenn zwei Indexsysteme 

^(PiO , • • . , J(Pt) und /(PO, . . . , JiPt) 
in drei Paaren korrespondierender Indices übereinstimmen, 

JiP^l-'ÄPi), JiP,! -- ÄP,) . JiP>l =- ^(.Ps) , 

so gleichen sie sich auch in den beiden anderen, 

Ap:)-JiP*) uud J{p,') = JiP,) . 
Hiemach zeigen die oben ermittelten zwei Indexsysteme 

J^(PiO , JiPi) , . . • ; J(Pn) und /(p,) , J(p,), . . . , J(p») 
gemäfs den Relationen 

in den noch übrigen Paaren 

J(p:^l) , J(p^t) und JipnlyJipn) 

zunächst rücksichtlich je zweier entsprechenden Elementequadrupel 

Pi} P*'; Pi Pm und pij pky pi, pmy 

dann aber laut einem auf pag. 54 bereits angewandten Schlüsse 
auch gegenüber den vollständigen Systemen 

Po P%9 •••>?»' und pi, p8, . . ., pn 

analog geordnete Elementefolgen. Q. e. d. 

Nunmehr kann man das Theorem (15) zu dem allgemeineren 
erweitern: 

15a. Jedes charakterisierte Indexsystem 

«''iCPi); ^i(P«)i "f «^i(P«) 
läfst sich in irgend ein anderes 

durch die Inversionen einer bestimmten Folge von Funda- 
mentaltripeln überführen. 
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Eine unmittelbare bedeutsame Anwendung des Satzes bietet die 
fundamentale Frage nach etwaigen in erweitertem Sinne geometrisch- 
deutigen Darstellungen eines allgemeinen Indexsjstemes 

Sie zu entscheiden, bestimme man eine dasselbe in das eigentliche 
Indexsystem 

(A= 1, 2, 3, ..., w) 
überführende Inversionenfolge von Tripeln: 

Q 9 Q — ^ ' • • • > *'2 } *'l • 

In der dadurch entstehenden, den Übergang von I zu I vermittelnden 
Folge von Zwischensystemen 

^i •'•1 > ^2 7 ^B> • • • ' , ^Q—^ } ^ 

werden die aus I durch die Inversionen der Tripel 

entstanden gedachten Systeme 

soweit den verallgemeinerten geometrischen Charakter bewahren, als 
nur Fundamentaltripel mit endlichen Hauptpunkten zur Inversion 
gelangen. Gesetzt, es sei I^, das erste System, in welchem das 
Fundamentaltripel 

den Primärbereich definiert 

P» \Ph9 Pkx7 fti- 

Indem man deshalb aufser dem Stellenwechsel der Elementepaare 

P*i; Pi[] Pi[f Pi[] Ph7 Ph 

in resp. 

'J(.P<d, 'APid, 'JiPO 

noch die Inversion eines dieser drei Indices vollzieht, also etwa statt 
'J(pi[) fortan J\pi[) schreibt, und das resultierende gleichfalls geo- 
metrisch-deutige Schema als das System Im^+i auffafst, wird man, 
da die Bichtungsänderung eines Index den Bestand an Fundamental- 
tripein nicht beeinflufst, die Inversionen der folgenden Tripel 

A'Wii-f-2 f '^'iiii-f-S ? • • • 
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unter Wahrang des geometrischen Charakters der entstehenden Systeme 

wieder bis za demjenigen Systeme 

fortsetzen können^ in welchem das Fundamentaltripel 
den Primärbereich involviert 

Hier stellt die Inversion des Index 'J(pQ für diejenigen der Tripel 

die erforderlichen realen Grundlagen wieder her^ und es kann die 
Transformation unter den alten Bedingungen weitergeföhrt werden. 
Es läfst sich mithin das eigentliche Indexsystem 

in eine bestimmte Darstellung des nur charakterisierten 

durch, die Inversionen einer Folge von Tripeln transformieren 

welche sämtlich, geometrisch wohl definiert, die erweiterte Construier- 
barkeit der abgeleiteten Zwischensysteme nicht stören. 

m 

Man denke sich jetzt dieselbe Folge von Inversionen 
nebst den Richtungswechseln der Indices 

'J(Pid,'JiPO,--' 

auf ein mit I äquivalentes System Y angewandt^ 

^{Prn+0, ^(Pm+a); "f ^()^»)- 

Da die Inversion eines einzelnen Fundamentaltripels 

Pi\ Pkj Pl 
zwei entgegengesetzte Indices 

'^{Ph) = Pk f W. ; 'J Wn-l ^^^ '^iPh) = Phn-l f Pf'n^i f '"' P^» 
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entweder überhaupt nicht berührt, 

(Ä =)= iy hj T) 
oder in beiden die nämlichen zwei Nachbarelemente vertauscht^ 

oder endlich auch noch die Drehungsrichtungen umkehrt; 

'J{ph) = Kl J W.» • • •; Phor^D pAa+l> <^*a ' ^o+S ? * " ' » t'*,.-!? 

in jedem Falle also wieder zu entgegengesetzten Indices führt; so 
verwandeln sich zwei in den äquivalenten Systemen 

I und r 
inverse Indices 

'J{pm+h) und «r(p^) 

vermöge der vollständigen Inversionsfolge 

wieder in inverse Indices 

^^ • 

V(pm+A) und J\p^,) 
der resultierenden gleichfalls äquivalenten Systeme 

I und r. 

Hieraus und aus der § 11 bewiesenen Existenz von genau 
1 + Y w(n — 1) imter einander äquivalenten eindeutigen Repräsen- 
tationen eines eigentlichen Indexsystemes folgt der fundaiiientale^Satz: 

Theorem 16. Jedes charakterisierte Indexsystem invol- 
viert 1 +yw(w — 1) bestimmte Darstellungen des speciellen 

Charakters, dafs innerhalb einer jeden die Gruppe der 
Elementetripel vollkommen und unzweideutig de*finiert ist. 

Noch ein zweites bereits in § 5 und § 7 behandeltes allgemeines 
Problem findet durch das obige Transformationsverfahren seine end- 
gültige Erledigung; nämlich die Frage nach den zwischen den Indices 
eines Systemes bestehenden gegenseitigen Abhängigkeiten. 

Man deduziert zuerst den Satz: 

Wenn zwei Indexsysteme 
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in m Paaren entsprechender Indices übereinstimmen^ 

in den n ^ m anderen aber abweichen^ 

SO existiert in dem einen wie in dem anderen mindestens 
je ein aus drei Elementen 

gebildetes Fundamentaltripel. 

Aus den durch die Voraussetzung bedingten Formen 
Ji{pm+i) = pa, , qi, ..., qo q^+i, ..., q«, po,, h, ..., r^, 

J{Pm+l) = K; qi> • • •> q»-fl> • • •> q») • • -y q«; Pa%J h} • • -y ^^> 

P<H9 • • • ; Pa»i > ?1 7 • • • > S^ 
(l^ai, <)a,, . . ., Pa^ = [Pi , Pa ; • • •; Pm]) 

folgen nämlich die anderen: 

J^iCq») = Pm+i ; tj, •••;tt,q,+i, .•., e7i(qf+i) = p„+i, [ti,..,,t*], q,-, ..., 

wo die Elemente 

tj, ta, . . •, t^, qi, qi4.i 

sämtUch der Reihe angehören 

Dann aber existiert nach Theorem (13) notwendig ein Fundamental- 
tripel von einer der Formen: 

q,-, q,+i, U] q,-, t*,, t*,; q,.|-i, t*,, tA,. Q. e. d. 

Der Satz involviert das bemerkenswerte 

Theorem 17.' Teilt man unter Annahme eines beliebigen 
Indexsystemes 

die n Elemente pi so in zwei Gruppen 

Pl> P%},' • •; pm und pm+ly pm+2f • • ., pn, 

dtffs einerseits zu jedem Elemente der ersten Gruppe min- 
destens ein Fundamentaltripel gehört, welches zwei Ele- 
mente der zweiten Gruppe enthält; andererseits in jedem 
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Fundamentaltripel mindestens ein Element der ersten 
Gruppe vertreten ist, so werden durch die m Indices 

die n — m übrigen 

bis auf ihre Drehungsrichtungen eindeutig bestimmt 

Denn angenommen, es beständen besagte m Indices noch in 
einem zweiten von dem gegebenen I yerschiedenen Systeme 

II) JCpO, J(P,)> ...,e^(Pm), 

^1 (Pm+i) , Ji (Pm+i) , . . . , Ji ipn) , 

SO Würden gemäfs den obigen Bezeichnungen die beiden Indices gelten: 

1) J(pm-{-l) = Pa,f (\i, . . . , qi+l ; flö • • • ; fl« ; Pa^f • • • ; 

Dann aber müfste nach dem vorigen Satze das System I entgegen 
der Voraussetzung ein Tripel der Zusammensetzung enthalten: 

Dafs thatsächlich alle m Indices J(pi) notwendig sind, das System *I 
zu bestimmen, folgt aus dem ersten Teile der Voraussetzung. Wäre 
nämlich einer von ihnen überflüssig, so würde durch die Inversion 
des zu dem betreffenden Elemente pi gehörigen Fundamentaltripels 

Pi) Pm-\'k) pm-H 

ein zweites von dem gegebenen verschiedenes Indexsystem geschaffen 
werden, welches mit ihm in den ersten m — 1 Indices übereinstimmt. 
Im Besonderen folgt der oben bereits direkt bewiesene Satz: 
Jedes charakterisierte Indexsystem ist durch n — 2 In- 
dices vollkommen definiert. 

Um eine dem Hauptsatze entsprechende Teilung des Systemes 
zu erhalten, gehe man aus von irgend drei kein Fundamentaltripel 
konstituierenden Elementen 

und bestimme alle Fundamentaltripel, in welchen zwei von ihnen 
auftreten. Unter den durch diese Fundamentaltripel noch nicht ab- 
sorbierten Elementen wähle man ein viertes zum Elemente pn-^ und | 

suche alle dieses und eines der drei früheren Elemente enthaltenden '. 

I 

Fundamentaltripel. Nach Ausscheidung der dritten Elemente letzterer 
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nehme man eines der noch übrigen zum Elemente p«.^ und fahre 
in dieser Bestimmungsweise der Gruppe 

solange fort, bis man zu einem Elemente ^m+i gelangt, dessen Fun- 
dameutaltripel 

Pm-^l, Pm+h, Pi 

sämtliche aufserdem noch vorhandenen Elemente umfassen. Dann 
repräsentieren die Gruppen 

p», pn-i, . . ., pm+i und pi, p,, . . ., pn 

eine Teilung des verlangten Charakters. 

Man kann zu jedem beliebigen n ganz allgemein eine kleinste 
Zahl von Indices angeben, welche durch die übrigen bestimmt sind. 
— Denn da die Elemente 

|)i , pif . . . , pm 
als diejenigen definiert sind, welche mit mindestens je einem Paare 

ein Fundamentaltripel konstituieren, wird ihre Anzahl ein Maximum 
darstellen, wenn möglichst viele der letztgenannten Elementepaare 
mit möglichst vielen, also mit je zwei Elementen pji Fundamental- 
tripel bilden. Hiernach können n — m =^ m Elemente pm+A höchstens 
in{m^ — 1) Elemente ph vindicieren. Es ergiebt sich daher zur Be- 
stimmung von m die Beziehung: 

m^^n< (m' + 1)«, 

und diese liefert, je nachdem n ein volles Quadrat ist, oder nicht, 
für m die Werte: 

m'—EiVn) oder m'^l + EiYn). 

Es gilt mithin als Ergänzung zu Theorem (17): 

17a. In jedem allgemeinen Indexsysteme von n Ele- 
menten giebt es stets J& (Vn) Indices, welche durch die 
übrigen bis auf den Drehungssinn unzweideutig fixiert sind. 

Es kann im Besonderen vorkommen, dafs die beiden Gruppen 

J{Pl)y «''(Pa). • • •; APm) und J(pm-\-l), J(pm-\-%), . . . , J{pn) 

sich wechselseitig bestimmen. 

Die Bedingungen dafür sind, dafs einerseits kein Fundamental- 
tripel von einer der Formen auftritt 
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Pif Pkj Pl und pm+iy Pmi*, Pmi49 

andererseits zu jedem Elemente 

pi bzw. pm+» 
ein Fundamentaltripel des Typus gehört 

pi) Pm+k, pm-^-i bzw. |)m+0 pkf pl- 

So genügen beispielsweise in dem Indexsysteme eines einfachen con- 
yexen 2n-Eckes 

<^l» Pi9 •••7 Pin 

gemäfs den Fundamentaltripeln 

P^nfPvPi'^ Pl>p2}Psi P8;1^87p4; •••; PK--1> P^nf Pl 

die beiden Elementereihen 

Pl} P9y '"> P9n-1 ^^^ P«» P4; • • •> K 

diesen Bedingungen. Das Indezsystem ist daher sowohl durch die 
Gruppe 

als durch die andere 

vollkommen imd unzweideutig definiert. 



8 18. Die eindeutige Abhängigkeit eines willkürlichen Index!- 
syatemes von der Gruppe seiner FtmdamentaltripeL 

Es seien zwei inäquiyalente allgemeine Indexsysteme 

^) J{Pll,J(p2l,'",J{Pn) und I) J(pO,cr(p2), ..., /(Pn) 

durch die iu erweitertem Sinne geometrisch -deutigen Schemata re- 
präsentiert: 

l') '^(Pl) = P9 7 W; "} Pn, 10 'J(Pl) = P», PZ7 •..; Pn, 

'^{P^) = Pl'; Pi» P««» •••> Pa^y 'J(Pi) = Pl> P«.) P«47 •••> P««> 



; ; 



'J(Pn) = P/, Pr,, Pr„ • • -, pr,, '«^(P») = Pl» Pif.y pQ,} • • V Pe«; 

c (P/, P/, P/+ä) = + 1 = c (Pi, Po P,+0- 
Es soll gezeigt werden^ dass diese Darstellungen auch 
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stets inäquiralente Gruppen von Fundamentaltripeln defi- 
nieren. 

Die Beweisführung stützt sich auf einige allgemeine Eigenschaften 

einer beliebigen das Schema I' in das andere I' transformierenden 
Folge endlicher und eindeutiger Inversionen 

Jede solche Reihe setzt sich nämlich aus zwei Kategorien von 
Elementwechseln zusammen: 

Einerseits aus wesentlichen, d. h. denjenigen; welche einen 
zwischen entsprechenden Indices 

'J(pi) = pif . . ., pif . . .; ))/; ... und 'J(pi) = <)i; . • ., p*, . . ., iJi, . . . 

von vorneherein bestehenden Unterschied der Elementanordnungen 
ausgleichen, 

andererseits aus unwesentlichen, d. h. denjenigen, welche im Ge- 
folge eines derartigen Ausgleiches auftreten. 
Da ferner irgend eine Inversion der Reihe 

in genau drei von 'J{pi) verschiedenen Indices 

'JiPil, 'JiP^'), V(K) 

resp. die Elementepaare permutiert 

Pk, p/; pi, p/'y Pi'yPk, 

mithin* die Existenz der Transformationsreihe rücksichtlich je zweier 
korrespondierenden Quadrupel 

Piy Px9 Pyj pM und pi^ p„ py, p, 
der ursprünglichen Systeme 

T und r 
den Verein der Relationen 

oder der anderen 

zur unumgänglichen Vorbedingung hat, bieten sich im 'Hinblick auf 
die verglichenen Schemata 

'Jip0,.../J(jpn') und 'J(pO,...,'^P-) 
als unmittelbare Folgerungen die Sätze: 

1) Die Gesamtzahl der in den n — 1 Paaren zugeordneter Indices 
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(i = 2, 3, . . ., n) 

vorhandenen Inversionen 

1, l^ Je und 1, h, l 

stellt allemal ein Multiplum von 3 dar; 

2) in einer beliebigen das eine in das andere System transfor- 
mierenden Folge von Inversionen 

tritt eine wesentliche stets in ungerader, eine unwesentliche 
stets in gerader Zahl von Wiederholungen auf. 

Man bemerkt zugleich mit Bezug auf ein in obiger Reihe mehr 
mals auftretendes Tripel 

%h = p/, pk, p!, 

dafs wegen der dauernden Invarianz der Tripel 

PiS Piy pk] pi, pk\ pi] Pi', pi\ Pi 
in dem Partialsysteme 

Pi9 Pi\ 'Phy Pi 

der Hauptpunkt des vierten Tripels 

pi, pk\ pi 
für alle Inversionen derselbe ist. 

Es mögen die ein Paar aufeinanderfolgender Inversionen 

%a' und %,' 
eines solchen Fundamentaltripels 

pk I pi, p! 
trennenden Elementwechsel sich auf durchweg verschiedene Tripel be- 
ziehen: 

Dann wird von letzteren 

1) entweder kein einziges, 2) oder mindestens eines 

zwei Elemente mit %a gemein haben. 

In dem ersten Falle bleibt das Fundamentaltripel 

pi', pk, pl 
von den Inversionen der anderen 

vollkommen unberührt, sodafs seine einander entgegengesetzten In- 
versionen 

%a und %b 
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in unmittelbarer Folge ausgeführt und also überhaupt fortgelassen 
werden können. 

* Im zweiten Falle sei das erste mit 

•) %: = p!, p/, p! 

in zwei Elementen übereinstimmende Tripel gegeben durch: 

1) x; = p!, pt, p,', 2) i; = p!, p,', p:. 

Hier kann man zunächst die zwischen den Inversionen von 

%a' und 3;; 

erfolgenden Elementwechsel als beiden vorangehend annehmen und 
also von vorneherein die Voraussetzung machen 

Vermöge der Inversionen besagter zwei Tripel verwandeln sich 
die genau vorher geltenden Indices 

1) 'JW) = Po •'• •> Pk} Pl9 P«'> • • •> 'JiPk) = Pi', . . ., Pi, p!y Px, . . ., 

'jr(p/) = p/, ..., piy pky ...; 

2) 'J{pi) = P/; • • •; Px, Pky Pl\ . . ., 'J(pl') = P/, . . ., Pi, Pk\ Pxy . . ., 

'^{Pk) = P/, . . '> Pii p/y • • • 

in resp. die anderen: 

la) V(p/) = p/, . . ., p/, px, Pk% ' . ., 'Jipk) = Pi'y . . ., Pl\ Px\ Piy . . ., 

'J^(PO = Pi'> •••> P*'> piy •••; 
2a) 'J(pi') = pi, ..., p/, ^)x, pk, ..., V(p/) = p/, ..., pk, px, p/, ..., 

'JiPk)'=^Pi7 ", Pi, Pij ••• • 
Da* die Inversionen der folgenden Tripel 

*^a+2; 2ia+8; • • •> 3^6—1 

einerseits wieder zu dem Fundamentaltripel führen 

andererseits sämtlich untereinander verschieden sind^ müssen zwei 
von ihnen sich auf die Tripel beziehen: 

1) P/, Pl'y Px und Pk', p{, px'y 2) p/, pk\ px' UUd ^j/, p/, p^\ 

In der That liefern unter den ersten der an sich gleichberech- 
tigten Annahmen 



*) Zufolge der Definition von p/ als eines Elementes des Aussenpolygones 
schliefst die Annahme des positiv-elliptischen Quadrupels ^/, p/, ))^', p/ und die 
dadurch bedingte andere des Primärbereiches ^^' | p.\ p^' keinerlei EinschrSjikung 
iir sich. 
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la«) 'e7'(p/)«p/, ..., p,', ..., pky p/, ..., la^) 'JW)='^i, ..., p/, p/, .. ., px , . ..; 
2aa) 'J{^k)^=^iy ..., <)« , ..., Po Po ..., 2a^) V(p/)=pi', ..., p/, p/, ..., pr , . . . 
die successiven Inversionen von 

1) x; = p;, p/, p/ und 2;; = p/, Po p;, 

2) x; = p;, p;', p; und a;; = p/, p;, p/ • 

in Bezug auf die Untergruppe 

Pi'rP/, P*'; Po Px' 
resp. die Schemata: 

la«) 'e7(p/)=p/,pop;,p;, V(p;)»p/,^);, p/,»)/, '-cT-cpo-p/^p/^p/^p/, 

2a«) 'J{pi')= Pi, Po P*'; P* ; '^(Pi)= Pi'; P*', P*', p/; '^(P*') = Pi'; Po Po P«', 

wodurch die geforderte Inversion von 

2;; = p/, p/, p/ 

wieder ausführbar wird. 

Es soll jedes in der betrachteten Inversionenfolge 

(%a' =s 1)/, p,', p: = zo 

auftretende dreigliedrige System 

p/, p/, p«'; pt', p/, px'y p/, p/, px' 
als ein intermediäres bezeichnet werden. 

Um zunächst den einfachsten FaU zu behandeln; nehme man an, 
die Beihe enthalte die einzige intermediäre Gruppe: 

1) la+i = Po P*'> P» 5 "^k ^ P*^ P/7 Pz] Zb-i ^ Po Po P«- 
Alsdaim kann weder die Beihe 

eines der Tripel aufweisen 

P/; P» ; Py ^^^ P*'> P'\ P» 7 

noch die Reihe 

2^<4 + l; 2^a»+J; • • •> 2^* — 8 

eines der anderen 

Pif Px, py und p/, p/, py'. 
Denn gemäfs den nach Vollzug der Inversionen von 

geltenden Indicesgruppen 

1) '«'^(PO = Pi'; • • •) Po P»'; P*', • • V '«^(PO = Pi'; • • • » P/; Px', p/, • • •; 

2) '^(P/) = P/, . • ., Po Px7 Pky\ . ., 'J{pi) = Pi7'"9 Pk, Pxj p! ,-..•• 
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müfste den besagten Inversionen immer eine der folgenden vorangehen 

piy P*', px'; Po p/, p/; P*', p/, pxj 
was durch die Voraussetzung ausgeschlossen ist. 
Weil sonach kein Tripel der Beihe 

mehr als ein Element der anderen enthält 

1) Piy ^'^ P/; Pij Pk% pJ] 2) p!, p/, px] Pif Pky pt, 
kann man die Inversionen der Tripel 

%a und %a^i 

nach denjenigen der ersten, die Inversionen der Tripel 

%i—i und I^' 
vor denjenigen der zweiten Folge ausf&hren. An die Stelle der ur- 
sprünglichen Anordnung 

tritt mithin unbeschadet des E£fektes die neue: 

Hierin kann aber die Folge 

ihrerseits durch die kürzere ersetzt werden: 

Denn, wie die Ausführung zeigt, verwandeln sich die nach den In- 
versionen von 

geltenden Indices 
'J{p{) = p/, . . . , p/, p/, p/, . . . , V(p/) = pi', . . . , p/, p/, px', . . ., 

'•''(PO = Pi'; • • • > Px', P/, P*', . . . 

infolge der einen wie der anderen Gruppe von Elementwechseln in 
dieselben Formen: 

'J(pi) = p/, . . ., pj, pt, ply . . . , 'Jipk) = Po . . •, Px9 Po Po • • • 7 

'J{pl) = p/, . . . , p/, p*', p:p', • • • . 

Falls also zwischen zwei aufeinanderfolgenden Inversionen 
desselben Fundamentaltripels 

3: ' 3:'_i_, i' 2' ^' 3:/ 

(s; = <)/, p*', K = 5:»') 

nur eine Intermediärgruppe vorhanden ist 

Eberhard, Geometrie. IG 



242 Erster Abschoitt. 

^a, ^ Piy Pkf Px'\ S^a. = pk , Pl\ px' ] ^!h = PA Ptf P^' } 

kann man unter Vernachlässigung der zweimaligen Inver- 
sion dieses Tripels die vorstellende durch die andere Inver- 
sionenfolge ersetzen: 

CT' ^ CJ' ' CT" Cf ' 

. . .j 'K-'a^ — 1) ^a^} ^a^f '^ctii '*'Ot"f-lj • ■ * 
CT' f er * CT' ' 

Die Regel erfährt in dem Falle eine Ausnahme^ wo alle Tripel der 
Reihe 

ein und dasselbe Element p/ enthalten. — Hier würden die un- 
mittelbar vor dem Elementwechsel von %a geltenden Indices 

'J{p/) = p/, . . . , pt, pi, . . . , 'J(pk) = p/, . . . , pi\ pi\ . . *, 
durch diesen und denjenigen von 

%a, r^ pi, Pk, PJ 

die Formen annehmen 

'JiPi) = Pl'; • • -J Po P«'> P*'; "7 'J(P0 ~ P/; • • •> Po P/> P»'; • • •; 

'«''(PO = Pi'j •••> P*'; P/; •••> 

und es müfste unter den darauf folgenden Inversionen der Tripel 

behufs der Reproduktion des Fundamentaltripels 

%b = pi\ pk, p{ 

in einer von ihnen sich diejenige von Xa\ wiederholen. Da aber die 
Voraussetzung ein solches Vorkommnis ausschliefst^ so haben je zwei 
Tripel der Reihe 

sowohl mit einander als mit %a das einzige Element p/ gemein. 

Dieses Sonderergebnis gestattet unmittelbar eine bemerkenswerte 
Nutzanwendung. Gegeben seien zwei Indexsysteme 

I- '«^(Pl) = Pai, Po., •.•; Pa„, pm + 1, Pa„+1, -.., Pa^_i, 
'^(Pfi) = Pb^}Pb^f •••> Pb^7 Pm + li p6^ + l, •••; P^m-l» 

; 

'JiPm) = Pc,, Pc„ ..., Pcy, Pm + 1, pCy + 1? •••» Pc;n-17 

•'CpTO + l) **^ Pi7 •• •; Px> • • •; Py* •• • j 
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V(pm) = pc», pc», ..., Pcy,, Pm + 1, Pcy/ + 1, •••! Pc^^if 
«/Cpm+l) = Pi; • ••> Pyj • • • ; Pxf •• •; 

welche^ in mindestens drei Paaren entsprechender Indices differierend^ 
vermöge der Ausscheidung des Elementes pm+i identisch in einander 
übergehen. 

Die Ausführungen des § 12 von pag. 224 bis pag. 227 in Ver- 
bindung mit dem Hülfstheoreme (13) bieten eine allgemeine stets 
anwendbare Methode, um in Bezug auf das System (I) eine Folge 
von das Element pm+i enthaltenden Tripeln anzugeben 

welche ohne Störung etwaiger Analogieen 

dessen übrige Indices 'J{ph) successive* in deren Korrespondenten 

'J(Pa) überführt. Treten nun in besagter Reihe ein oder mehrere Tripel 
wiederholt auf, so stellt entweder schon die Verbindung zweier iden- 
tischen Tripel 

oder eine in ihr enthaltene analoge 

eine Folge durchgangig verschiedener Tripel dar, die unter einander 
und mit denk Grenztripel das einzige Element pm+i gemein haben. 
Es können daher die Inversionen von 

%a und 3^6 bezw. X^, und SC^^ 

unmittelbar nacheinander vollzogen, mithin die Tripel selbst aus der 
Reihe (1) überhaupt ausgeschaltet werden. Weil aber die restierende 
Inversionenfolge auf ganz analoge Weise zu behandeln ist, läfst sich 
die paarweise Elimination sich wiederholender Elementwechsel solange« 
fortsetzen, bis eine Folge von durchweg verschiedenen Tripeln re- 
sultiert: 

\^0/ '*'»»i> *TOay • • •> ^m^* 

.Diese Tripel müssen in der ursprünglichen Reihe (1) ofenbar in je 
einer ungeraden Anzahl auftreten. Sie stimmen deshalb genau mit 
denjenigen überein, aufweiche sich bei derElemeutartransformation des 

16* 
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Systemes I in I die wesentlichen Inversionen beziehen^ und es folgt 
der Satz: 

Stimmt ein Indexsystem 

I. 'j(pO, v(p,), ...,'J(p„+o 

mit einem anderen 

überein rücksichtlich der Elementengruppe 

so kann man die aus dem Vergleiche ^er Indices 

J(pm-\-l) = Pi) •••; Px) • • «7 Py> • • • ^^^ '«^(P»*+l) "^^^ t'lJ • • '} Pp7 • • •; Px} '" 

sich ergebenden Tripel 

Pm + l; pX) Py 

stets zu einer solchen Folge ordnen 

Pm + U P*i> <^yi5 Pm + l? P^f Py^\ • • -5 Pm + l? P'yf P9v7 

dafs ihxe alleinigen successiven Inversionen das erste mit 
dem zweiten Systeme identifizieren. 

Man betrachte die zu dieser Inversionenreihe gehörige von I zu I 
führende Kette paarweise inäquivalenter Indexsysteme: 

Dann folgt aus der durchgängigen Verschiedenheit der inversierten 
Tripel; dafs einem beliebigen derselben 

. %^pm + ly Px^i pyj^ 

zunächst in den beiden Systemen 

Ia_i und Ia, 
in weiterer Eonsequenz aber in allen Systemen der beiden Gruppen 

I, Ii, Ig, . . ., Ia— 1 und Ia, Ia+i, . . ., I 
entgegengesetzte Charakteristiken zukommen. Da dies im besonderen 
auch von den Fundamentaltripeln 

^1 = P« + l, Px,f py, und %r = pm + l, px^, Py^ 

der beiden Ausgaugssysteme gilt 

I und I, 
schliefst man den Satz: 

In jedem der beiden Indexsysteme 

I und I 



§ 13. Die eindeutige Abhängigkeit eines willkürlichen IndexBystemes etc. 245 

giebt es resp. ein Fundamentaltripel 

%^ und X,,- 

welches in dem anderen Systeme entweder ebenfalls ein 
primäres oder ein allgemeines Tripel der entgegen^setzten 
Charakteristik darstellt; 

oder kürzer: 
Zwei inäquivalente Indexsysteme des angegebenen Charak- 
ters besitzen st&ts inäquivalente Gruppen von Fuudamen- 
taltripeln. 

Das hier für zwei Indexsysteme besonderer Inäquival^z ent- 
wickelte Beweisverfahren bietet bereits diejenigen leitenden Gedanken, 
welche 'auch gegenüber zwei allgemeinen Systemen %u dem entspre- 
chenden Ergebnis führen. 

Gegeben seien die beliebigen Schemata 

c(Pi, Pi-, P*) = c(^, pi, pk) 
und aus den das erste in das zweite überführenden successiven In- 
versionen der Tripel 

die durch ein Paar aufeinander 'folgender Elementwechsel eines und 
desselben 

%a^= a, b, c = 2:6 
bestimmte Verbindungskette 

Die Diskussion und die zu leistende Reduktion dieser Reihe auf 
eine ihr äquivalente von den identischen Tripeln %a und %i, freie 
Folge stützt sich im wesentlichen auf eine Umformung des oben ge- 
wonnenen Grundgesetzes der Äquivalenz einer Inversionenfolge 

1.) a, b, c; a, b, b; b, c, b; a, c, b; a, b, c 
mit der anderen 

2.) a, c, b; b, c, b; a, b, b. 

Danach bedingt die zweite Kette die Existenz des Fundamentaltripels 

a, b, c, 

und man wird daher aus den vorstehenden die gleichfalls äquivalenten 
Folgen ableiten 

1.) a, b, c; a, b, b; b, c, b; a, c, b^ a, b/c; a, b, c ^ 

^ a;b, c; a, b, b; b, c, b; a, c, b 
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und ' 2) a, c, b; b, c, b; o, B, b; a, b, c. 

Da die Reduktion der betrachteten Inversionenfolge mit der 
wachsenden Anzahl ihrer Intermediärgruppen 

a, b,s.-; b, c, £<; a, c, ?.- 

sich mehr und mehr kompliziert, soll das bezügliche Verfahren vor- 
erst für die speziellen Fälle m = 2, 3 entwickelt und dadurch die 
für seine Verallgemeinerung entscheidenden Gesichtspunkte gewonnen 
werden. 

Reduktion einer R^ihe mit 2 Intermediärgruppen. 
Es mag die vorliegende Tripelfolge 

(1.) %a = a, b, c; %a+u . . ., 2;6-i; a, b, c = %t 
die beiden Gruppen aufweisen: 

a,^ b; b^; b, c, b^; a, c, b^ und a, b, bg; b, c, bj; a, c, bg. 

Bei der prinzipiellen Gleichberechtigung verschiedener Folgen 
der Tripel 

a, b, bi; b, c, bj; a, c, bj 

in Hinsicht auf die Reihe (1) ergeben sich deren typische Formen 
aus der Kombination einer beliebigen^ etwa der vorstehenden Anord- 
nung ersterer mit denjenigen der Tripel 

a, b, bg; b, c, bg; a; c, bj, 

welche auf jene bezogen als charakteristisch verschieden erscheinen. 
Erwägt man aber^ dafs die beiden Reihen 

*!» '*^; * * ' 7 ^f*' UnCl ^fiy ^fjL — 1; • • • j '^'1 

gegenüber den respectiven Indexsystemen 

I und I 

ganz analoge Bedeutung haben, wird man aus einem Vergleiche 
der Folge 

a, b, bi; b, c, bi5 a, c, bi 
mit den sechs anderen 

1) a, b, bg; b, c, bgj a, c, b,; 
2a) a, b, \\ a, c, b^; b, c, bg; 2b) b, c, \\ a, b, b«; a, c, b,; 

3) a, c, bg; b, c, bg; a, b, bg; 
4a) 0, c, bg; (iyj>y bg; b, c, bg; 4b) b, c, bg; a, c, bg; a, b, bg 

die Paare 

2a) 2b) und 4a) 4b) " 
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als im weseDtlichen gleichartig erkenneD. In den hiernach restie- 
renden vier Bildungen der Reihe 

kann man unbeschadet der Allgemeinheit endlich noch die Annahme 
machen, dafs das Tripel Xa+i mit a, b; b^, das andere X»— i aber 
mit einem der fQnf übrigen aasgezeichneten Tripel identisch ist. 

I. Hauptfall. 

Wie auch in der vorliegenden Reihe 

(1) a, b, c; a, b, bj; ...; a, b, b^; ...; a, b, c 

die beiden Anordnungen 

a, b; b^; b, c, b,; a, c, b| und a, b, bg; h, c, b^; a, c, b^ 

einander durchsetzen mögen, stets findet eines der folgenden vier 
Vorkommnisse statt: 

Es stehen die Tripel 

1.) b, c, b, vor b, c, bg und a, c, bj vor a, c, b,, 

2.) b, c, bj vor b, c, bg und a, c, b^ vor a, c, b,, 

3.) hf C; bg vor b, c, b^ und a, c, b^ vor a, c, bg, 

4.) b, c, bg vor b, c, b^ und a, c, bg vor a, c, b^. 

In dem ersten Falle bietet sich als allgemeinste Form der Reihe (1) 
die Auffassung: 

(1.) a,b,c; a,b,b,;2;/,5:,', ...; a,b,bg; V^S:»"» •••; ^9^Ai%"\^'"} •• 

...; bjCjbgj a;/^ V*^ •••5 ö,c,bi; %i^^\%i^^\ ...; a,c,b8; a,b,c. 
Früheren ganz analoge Überlegungen lassen erkennen, dafs die Folgen 

«.) %,', z,', . . .; ß.) 2/', v, • . •; ?•) '^r. V, • ••; *•) ^i'*'. V, ■ ■ ■; 

£.) s,»), a:»<« . . . 

resp. die Tripel der Formen ausschliefsen : 

«■) 6, ^t, E; 0, t»i, r, ß') a, bi, e; b, b„ e; 0, b„ i; b, b,, e; 

y.) o,bi,E;c,bi,E;ai,bj,E;b,b„E; d.)a,\>^,i; c, bi, j; a, b„ £; c, b„ j; 

«•) a> l>». J5 c, bj, j. 
Man kann daher die Reihe successire in die anderen transformieren: 

(1 a.) S,', S,', . . . ; a, b, c ; o, b, b, ; o, b, b, ; 3;,", 3:,", . . . ; b, c, bj ; %^", %,'", . . . 
...; b,c,b,; XiW.XgW, ...;a, c,b,; a,c,b,5a,b,c; a;,W,a:j<*), ...; 
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(Ib.) 3;/, X^', . . . , %i\ %i', • . • ; 0, b, c ; a, b, bi ; a, b, bg ; b, c, b^ ; X/", Ij'", . . . 

...;b,c,b,; a,c,bi; a,c,b,; a,b,c; S^w 2:a<*>, ..., V^S:«^^..-; 
(Ic.) %i\%^\ ..., ^i'^Xa", .••; ö>b,c; a,b,b,; b,c,b,; a,c,b,; ^i^X,'",.-- 

...; a,b,b2; b,c,bj; a,c,bi]a,h,C',%,^^\%^^^\ ...,%i^^\%^^^\ '^' . 

Indem man auf die letzte Folge die obige Grundäquivalenz anwendet^ 
reduziert man sie auf die gesuchte Form: 

(Id.) Z,\ 2;/, ..., I/', V, ..., a, c, b,; b, c, bi; Q, b, b^; a, b, c; X^w, 3:,^, . . 
...; a,b,c; a,c,b2; b,c,b2-, a,b,bj; 3;i<*>,X/*), ..., 2;i<^^3:s^*>,...,- 

aus welcher die beiden Tripel 0, b, C auf Grund der Voraussetzung 
ohne weiteres ausgeschieden werden können. 

Dem zweiten Falle entsprechend wähle man die Reihe (1) in 
der Darstellung: 

(lg) o,b,c; a,h,bi] S^/jV; •••; o,b,b2; %i\%^",...] b,c,bi; %i'\%''\... 
...; b, c,bg; %i<'^\Z^^^\...] a, Cjbj; 2;/5)^3;^(6). . a, c,bi; a,b, c. 

Wie in dem ersten Falle ist diese zunächst in die äquivalente 
transformierbar 

( la) 2:1', 3:2', . . ., %i\ %^'\ . . . ; a, b, c; a, b, bi ; b, c, bj ; o, b, bg-, Z^"", Sg'", . . . 

.. .5 b, c, bgj SiW,^^^^ . ..; a, c, bg-, a, c, b,; a, b, c; %^^^\ %^^^\.'", 

Die weitere Transformation dieser Anordnung beruht auf folgender 
allgemeinen Regel: 

Erfolgen bei der Elementartransformation eines Indexsystemes in 
ein anderes zwischen zwei Elementwechseln des nämlichen Tripels 

a, b, c 

die Inversionen einer Folge des Typus 

1) ^, b, e; . . .; a, b; 9; . . .; a, c, 5; . . .; a, c, j 
oder 

2) 0, b, j; . . .; a, c, ^; . . .; a, c, j; . . .; a, b, \), 

so enthält die Reihe • 

1) a, b, 9; . . .; a, C, \) oder 2) a, C, ^; . . .; a, C, J 
notwendig auch das Tripel 

0, J, t). 
Denn da nach der InversioB von 

1) a, b, t) oder 2) a, c, \) 
mit Bezug auf die Elementengruppe 

ö, b, c, i, t) 
der Index besteht 
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1) e7^(a) = c, j, ^, b oder 2) J(a) «= c, t), j, b 
mufs dem Elementwechsel von 

1) a, c, \) oder 2) a, c, j 
derjenige des anderen Tripels vorangehen 

^y h ^' 
Nach dieser Regel bestimmen in der angesetzten Reihe (1) die 
Folgen 

«) ^f 6, bi5 a, b, b,; • . .; a, c, bjj a, c, bi; 

/J) c, b, bj; c, b, bj; . . .; c, a, bg; c, a, bj 

resp. die Zwischentripel 

«) tt; K ^ii ß) C, bi, bg 
und zwar gemäfs dem nach der Inversion von 

b; c, b, • 
geltenden Index 

J(bi) = a, c, b 
in der Reihenfolge 

a, bj, bg; ...5 c, bi, bg. 

Zugleich erkennt man^ dais diese die beiden einzigen Tripel der 
Formen sind 

fl; ^17 E; ^7 i>27 e; c, bi, j; c, b,, j, 

welche in den bezeichneten Intervallen vorkommen, indem jede andere 
Annahme zu einem Widerspruch mit der Voraussetzung führt. 

Die Reihe (1) nimmt daher die Gestalt an: 

(Ib) 2;/, %^\ ..., 3;/', 2,", ..•; a, h, c; a, 6, bj; b, c, bj; a, b, bgj a, b^, b/, . . . 

••.;b,c,b2;c,bi,b2;a,c,b3;a,c,bi;a,b,C5 V*>;2:gt*>,.\., V^2,(^^ 

Dieselbe läist sich aber nach bekannten Vorschriften successive 
in die anderen transformieren: 

(Ic) Si'jS:«', ..., a, b, c; a, b, bij b, c, bj; a, b, b./, ... 

...;b,c, bg-, a, bj^bg; c, bi,bj; a,c, b»; a, c, b^; a,b,c; 3;i<*\---5 
(Id) ST/, SC/, ...5 a, b, c; a, b, b^; b, c, b^; a, b, bg; ... 

...;b,c, bj; a, c, bj; a, c, bjj-, c, b^jb^; a, bi,bj5 a,b, c; I/*);...; 
(le) X/, Xg', ...;a, b, c; o,b, b^; b, c, b^; a, c, b^; ..•; 

. . .; a, b, bg-, b, c, bgj a, c, bg-, a, b, c; c, b^, bg-, a, b^, bg-, I/S . . . , 

aus deren letzter die gesuchte Form resultiert: 

%i, ...; a, c, bj; b, c, b^; 0, b, b^; a, b, c; . . . 
. . .; a, b, c; a, c, bg-, b, c, b,; a, b, bg; • • •. 
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Unter der dritten möglichen Annahme kann man die Reihe (1) von 
vorneherein in der Form ansetzen: 

(1.) a, b, c; a, 6, bij a, b, b»; S/, Xg'^ • • •; ^; c, b^y%'\ S:»"; ••• 
...; b, c, bi; S/", I/'^ • • •; ö, c, bj; 0, c, b,; a, b, c. 
Gemäfs den beiden Anordnongen 

a) b,a,bi;b;a,b2; ...;b,c,ba;b,c,bi und c,b,b2; c,b,bi; ...; c,a,bi; c,a,b, 

ist dieselbe durch die Tripel i, b^; bg und c^ b^^ bj in der Darstellung 
zu ergänzen: 

a,b,c;a,b,bi;a,b,b2;S;/,2:2';--;'&;t>i>fe2; •••; 6* c, bg-, %i',%^'\... 
. . . ; b, c, b,; S;/", 3^'", . . . ; c, b^, bgj . . . ; a, c, b^; a, c, bg-, a, b, c . 

Aus der ursprünglichen Voraussetzung ist mittelbar zu erkennen, 
dafs die Reihen ^ 

(«.) %,', %,',...; (ß.) %,", V, • . .; (y-) 3;/", V, • . . 

weder Tripel der Bildungen 

a, bj, j und a, b^, J 
noch solche der resp. anderen enthalten 

«•) 6; bj, j; b, b„ e; /S.) b, bj, j; c, b^, j; y.) C, b^, j; C, b,, J, 
sowie dafs deshalb und wegen des nach der Inversion von 

b, bi, bg 
geltenden Index 

J(bi) = a, bg, b, ... 
in der die Tripel 

b; bif bg und b; c, bi 

trennenden Folge auch keines der Form auftritt 

bif bg, J. 
Demgemäfs ergiebt sich die Reihe (1) als äquivalent der anderen: 
(la.) %i', %^y . . . ; a, b, c; a, b, b^ ; a, b, b,; b, b, , bg ; b, c, bg-, 2/', S:«", . . . 

. . . , 2;/' ; b, c, bj ; c, bj, bg-, a, c, b^ ; a, c, bg; a, b, c; %^'\ %^'\ • • • . 
Es mögen unter den Tripeln 

Xf er 'f et* 99 

1 7 *^ > • • • 7 *'* 

auch solche der Zusammensetzungen vorkommen 

b, bg, J und c, bi, ^; 

dann kann allemal angenommen werden, dafs sich dieselben 
in der Anordnung folgen: 

^\ ; • • • 5 ^; bx » ^iJ • • • ; c, Ol, ^gj . . . ; b, Dg, Jij . . . ; Ö, Dg, jgj . . . ; X* . 
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Dies nachzuweisen ; betrachte man eine etwaig'e Reihe 

und bestimme innerhalb derselben ausgehend von den Grenztripeln 
diejenigen zwei Folgen 

b, bg, j; 2:1,3^, ..-, %» und c, b^, ^j Xi, 2;,, ..., %6y 

in welchen jedes Tripel mit mindestens einem seiner Vorgänger dop- 
pelt verknüpft ist, d. h. mit ihm in zwei Elementen fibereinstimmt. 
Hierbei sind zwei Eventualitäten zu unterscheiden: 

1) entweder haben beide Reihen auch nicht ein einziges Tripel 
gemein, sie schliefsen sich also gegenseitig aus, 

2) oder sie coincidieren in einem und folglich in allen Tripeln. 
Gilt die erste Beziehung, so wird man die Folge 

b, ba, E; %a', Sa+i, . . . ; c, bi, 9 

in der äquivalenten gesuchten Anordnung schreiben: 

Sind dagegen die Reihen identisch, so bestimme man innerhalb der 
Verkettung 

b, b„ i\ %^y %^y ..., S.; c, bi, 9 

successive diejenigen ersten Tripel 

^^i9 '^a»> *'a,y • • •> '^«i? ^9 *^%9 ^9 

welche mit resp. den anderen 

je zwei gemeinschaftliche Elemente aufweisen. Es existiert daher in 
der betrachteten eine Folge des speziellen Charakters 

dafs jedes Glied mit seinen beiden Nachbarn doppelt verknüpft ist. 
Nun können aber drei Tripel der Formen 

Ei9 Es» Es) E2; Es; Si) Es; £4; Es 
nicht unmittelbar nach einander zur Inversion gelangen. Denn da 
die Elementwechsel des ersten Paares den Index involvieren 

'^(Ea) "^ El; E4; Es; 
müfste vor dem des dritten derjenige eines der Tripel stattfinden 

El; Es; Es oder E2; Es; Es- 
Es zeigt mithin die Folge 

b, O2, E5 *'ax; *a;i_i; • • •; Aa^\ C, Dj, ^ 



I 
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notwendig eine der drei Darstellungen: 

(1) ^7 t>2> JiJ ^7 Eu &v'6> h> Es; •• ; 6; El? Ei4-« = C, b,, ^; 

(2) b, bg, Ei; bj, Ji, Xa; ^27 Ei7 Es? •••) ^» Ei> E^+« = C, bi, \)] 

(3) b, bg, Ei; b, b,, e«; b, bj, Es; •••; b; bj, e2+2 = c, b^, ^. 

Die dritle Annahme ist an und für sich; die ersten beiden aber 
deshalb illusorisch, weil in der Beihe 

kein Tripel der Typen auftritt 

b; C; bi und C; b|y bg. 

Hiernach ist die Richtigkeit der obigen Behauptung allgemein er- 
wiesen, und man kann folglich die Reihe (la) durch einfache Trans- 
positionen ihrer Glieder auf die Form bringen: 

(ift) ^1 > Ä2> • ..; C, bj, ^ij ...; CjVijt)j^; ...; C, 0^, ^j; ...; -ü, b, C; 
a, b, bj; 0, b, bg; b, bi, b»; b,c,b8; b, c,bi; c^b^jb^; a, c,bi; a,c,b2: 

0,1), c; ...; b,02;Ei; •* •; i';b2>E2; -■ •}'^;^2;Ei; ••*; ^1 7*^2 y*"« 

Die mittlere Reihe geht vermöge der äquivalenten Anordnungen 

b^bi^bgjb^c^b,; b,c,b|; c,b„ba; und c,bi,b2; b,c,bi; b,c,b2;b,bi,b2 
in die andere über 
(Ic) c, bj, bj; a, h, c; a, b, bj; b, c,- b^; a, c, b,-, a, b, b,; b,c,bj,; a,c,b8; 
a,b, c; b,bi, ba, 

und diese auf Grund analoger Beziehungen in 

(Id) c, b,, bj-, 0, c, bj-, b, c, bj-, 0, b, b^; a, b, c; 0, b, c; a, c, b,; b, c, b^; 

dy by bg; by b^, b2- Q. e. d. 

Betreffs des vierten Falles hat man die Reihe 

(1) a,b, c; a, b, bj; a,b, b^; ...5 b, c, b,-, ...; a, c, b,,; ...; b, c, bj; 

a, c, bx; a, b; c 

entsprechend den Folgen 

a, b, bij a, b, b,; a, c, b^; a, c, b^ und b, a, b,; b, a, b»; b, c, b,; b, c, bj 

zu ergänzen durch die Tripel 

a, bi, bg und b, bj, bjy 

und kann sie dann ähnlich wie in dem vorigen Falle in die Anord- 
nung transformieren: 

(la) .-.; a, b, c; a,b, bj; a,b,b2; a, bi,ba; b, b,, b,; b, Cjb^; a, C,b2; 

6>c, b^; 0, c, bi; a,b,c; •••. 
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Gemäfs den gleichwertigen Folgen 
o,b,bi;a,b,b2; ö,bi,b2;b,bi,b2 und b^b^jb^; a^bijb^; a,b,b2; a,b, bj 
ist diese jedoch äquivalent der schon behandelten anderen 
b, bj, b^; a, bi, b^; o, b, c; a, b, b^] b, c, bj; a, c, b,; a, b, bj; b, c, bj; 

a, c, bj; a, b, c. 

IL Hauptfall. 

Aus der Kombination der Anordnungen 
a, b, b^', h, c, bi] a, c, b| und a, h, b^] a, c, b,; h, Cy b^ 
ergeben sich fär die betrachtete Tripelfolge 

(2.) a, b, c; Xj, Xj, • • .» 3:^-1, ^M tt; ^ c 
als typische Grundreihen: 

(2a.) a, b, c; a, b, b^; b, c, b,; a, c, bj; a, b, b2; o, c, b2; b, c, b,; a, b, c; 
(2b.) 0; b, c; Q; b, bj; h, c, b^; a, b, b2; d, c, b2; a, C; b|, b^ C; bg; a^ b; c; 
(2c.) a, b, c; a, b, bi; a, b, b,,; a, c, b2; b, c, bg; b, c, b|; a, c, bj; a, b, c. 
Ein Vergleich der in diesen Reihen zu den Elementen 

a, b, c 

gehörigen Tripelfolgen läfst erstere nach einer bekannten Kegel sich 
zu den Systemen ergänzen: 

(a.) a, b, c; a, b, b^; b, c, b^; a, c, bi; c, b,, bj-, 

ö» b, 025 a, c, bj-, b, c, bg; a, b, c; 

(b.) 0, b, c; a, b, bj; b, c, b^; a, b, b,; a, b^, bg; 

a, c, b2; c, bi, bgj a, c, b^; b, c, b2; a, b, c; 

(c.) 0, b, c; a, b, bi; a, b, b,; a, bi, b«; b, b^, b2; a, c, bj; 

b, c, b2; c, bj, bjj b, c, bj-, a, c, b|; o, b, c. 

Wie in den einzelnen Varianten des ersten Hauptfalles ermöglichen 
es auch hier einfache Umstellungen in höchstens einem Elemente 
übereinstimmender Nachbartripel der Reihe 

(2.) a, b, c; Ij, X^, . . .; a, b^ b^; . . .; a^ b^ c 

diese auf eine solche Form zu bringen, dafs die in ihr auftretenden 
Tripel 

a, b, c; 0, b, bj; b, c, b^; a, c, b^; a, b, b2; b, c, b2; a, c, b2; 

a, bi/ba; b, bi, b2; c, b^, bg 

sich zu der einen oder der anderen vorstehender drei Anordnungen 
zusammeuschliefsen. 
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Letztere gehen aber zufolge der Äquivalenzen 

(a.) a, B, c; a, h, b^] h, c, b^, a, c, bj -^ a, c, b,; 6, c, b^; a, b, b^; o, b, c; 
Q, b, bj-, a, c, bjj-, b, c, bjj; a, b, c ee^ a, b, c; b, c, b,; a, c, b^; a, b, b^; 

(b.) a,bi,b2;a,c,b/, c,bi,bs,; a,c,bi = a,c,bi; c,bi,b,; a,c,bg;a,bi,b2; 

(c.) a,b,bi;a,b,bjj;a,bi,b2;b,bi,b8^b,bi,b2; a,bi,b,; a,b,bj; o,b,bi 

in die andere über: 

(a.) a, c, bi; b, c, b^; a, b, bi; c, bi, b^; b, c, b^; a, c, b^; a, b, bj^; 
(b.) a, b, c; a, b, b^; b, c, b^; a, b, b,; a, c, b^; 

c, bi, bj; a, c, bj-, a, bi, bj-, b, c, bgj a, b, c = 
r~ a, b, c; a, b, b^; b, c, bj-, a, c, bf, c, b^, b^; 

ß; 6, b«; a, c, bg; b, c, b,; a, b, c; a, bj, b,^ 

(c.) a, b, c; b, bi, bg; a, b,, b^; a, b, b«; a, b, b^; 

a, c, bj; b, c, b,; c, bi, b^; b, c, b^; a, c, bi; a, b, c = 
= b, bi, b,; a, bi, bj; a, b, c; a, b, b^-, a, c, b^; b, c, b,; 
c, bi, b«; a, b, b^j b, c, bj; a, c, bi; a, b, c, 
und hiervon (b) und (c) vermöge analoger Beziehungen weiter in: 

(b.) a, c, b»; b, c, b^; a, b, bj-, c, bj, b^; 
b, c, b»; a, c, b^; a, b, b^; a, bi, b^; 

(c.) b, bi, bg; a, bi, b^; b, c, b»; a, c, b^] g, b, b^; 
c,bi,b8; a,c, bi, b, c, bi; c,b,bi. 

m, Hauptfall. 

Entsprechend den durch die Folgen 

Q; i, b^; b, c, b^; a, c, b^ und a, c, bg; b, c, b^] d, b, b^ 
bestimmten drei typischen Anordnungen 

(a.) a, b, c; o, b, bj; b, c, b^; a, c, b,; a, c, b^; b, c, b^; a, b, bj; a, b, c; 
(b.) a,b, c; a^bjb^; b, c,bi; a, c,b,; a,c,bi: b,c,b25 a,b, bg; a,b, C; 
(c.) a, b, c; a, b, b^; a, c, bg; b, c, b^; a, b, b^; b, c, b^; a, c, b^; a, b, c 

leitet man mittelst bekannter Prozesse aus der gegebenen Tripelfolge 

3) a, b, c; Xj, %2} • . .; ci, b, b^; . . .; a, b, c 
unter den erforderlichen Ergänzungen die Grundreihen abt 
(a.) a, b, c; a, b, b,; b, c, bj-, a, c, b,; c, bj, b^; a, b^, b^; 
b, bi, b,; a, c, bg-, b, c, b^; a, b, b^; a, b, c; 
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(b.) a, b, c; a, b, b^; b, c, b^; a, c, b^; a, b^, bj-, c, b^, bjj; 

b, b,, bj; a, c, bi; b, c, b,; a, b, b^; a, b, c; 

(c.) a, b, c; a, b, bj; a, c, b,; a, bj, bj,; b, c, b^; b, bi, b^; 

c, bi, bg; a, b, b,; b; c, b^; a, c, b^; a, b, c, 

wo die jeweilige Aufeinanderfolge der Ergänznngstripel 

a, bi, bj; b, bi, b,; c, b^, b^ 

bestimmt ist durch die vor ihren Inversionen bestehenden respektiven 

Indices 

J(bi) und J(P,). 

Die Redacibilitat der ersten Reihe ist evident; diejenige der beiden 
anderen ergiebt sich aus deren erstmaliger Umformung in 

(b.) a, b, c; a, b, b^; b, c, b^; a, c, b,; a, b^, b,; 
c, bi, bg; a, c, bi; b, bj, b,; b, c, b^; a, b, b^; a, b, c; 

(c.) a, b, c; a, c, b»; b, c, b^; a, b, b^; a, bj, b,; 
b, bj, bj^; a, b, b^; c, b|, b,; b, c, bi; a, c, b^; a, b, c 

und der nachherigen Ersetzung der Folgen 

(b.) a, c, bj; a, b„ b,; c, bj, bgj a, c, b^ und (c.) a, b, b^ ; a, b^, b^; b, bj, b^; a, b, bg 
durch die äquivalenten 
a,c,bi; c,b,,b8; a,bi,b,; a,c,bj und a,b,bj; b,bi,b8; a, bi,b8;a,b,bi. 

Man erhält dadurch die bereits als reducibel erkannten Reihen: 

(b.) a, b, c; a, h, bj-, b, c, b^; a, c, b^; c, bj, bg; a, b^, b^; 

b, bi; bj; a, c, bj; b, c, b,; a, b, b^; a, b, c; 
(c.) a, b, c; a, c, b^; b, c, b,; a, b, b^; b, b^, b^; a, b^, b»; 

c, bi, bj5 a, b, bj; b, c, bj-, a, c, b^; a, b, c. 

IV. Hauptfall. 

Die endlich aus den Folgen 

üy b, b^; i, c, b^; ü, t, b| und a, c, b2; a, b; bg; b; c^ b^ 

gemischten verschiedeneu Gruudreihen der vorliegenden Anordnung 

(4.) a, b, c; 2^1, Xg, . . .; a, b, bi; . . .; a, b, c, 

auf welche man letztere durch passende Transpositionen ihrer Tripel 
zurückfahren kann, zeigen vervollständigt die Darstellungen: 

(a.) a, b, C; a, b, bj; b, C, bi; a, C, b,; C, bi, b,; 

a, b„ bg; a, c, b^; a, b, b^; b, c, b^; a, b, c; 
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(b.) a, b, c; a, 6, b^; b, c, bi5 a, c, b,; a, bj, b^; 
c, bi, ba; a, c, b^; a, b, bj; b, c, b^j a, b, c; 

(c.) a, b, c; a, b, b^; a, c, b^; a, bi, b^; a, b, bg; b, b^, b^; 
b, c, bjj C; bi, bg-, b, c, bi5 a, c, b^; a, b, c. . 

Sowohl die erste als auch die zweite Reihe — die ümkehrung der Folge 

a, c, bg; a, b,, bg-, c, b^, b^; a, c, bi 

macht beide ineinander übergehen — sind äquivalent der Anordnung: 

a, c, bi; b, c,\] a, b, b^; c, b^, b^; a, b^, b^; b, c, b«; a, b, b«; a, c, b,. 

Die dritte Reihe verwandelt sich nach Umstellung der Tripel 

Q^ b, bi und a, C; ba 
und durch die Inversion der Folge 

a, b, bi5 a, bi, b^; a, b, b,; b, bj, b, 

zunächst in die andere 

a, b, c; a, c, b^; b, b^, b,; a, b, b^; d, bj, b^; a, b, b^; 

b, c, bg; c, bji, b,; b, c, bi; a, c, bi5 a, b, c, 

und dann vermöge einiger Transpositionen in die als reducibel be- 
kannte dritte: 

6; ^19 ^i] ^7 ^j c; Q, c, bj-, a, b, bj-, b, c, b^; a, bj, b,; 

c, bj, bgj a, b, b,; b, c, b^; a, c, b,; a, b, c. 

Hiermit sind sämtliche Annahmen erschöpft, welche für die Re- 
duktion einer Inversionenfolge 

a, b, c; 2:1, Sj, ..., %,; a, b, c 
mit zwei Intermediärgruppen 

ß, 6; E; 6, c, E; a, c, 5 
in betracht kommen können. In allen Fällen hat sich übereinstim- 
mend die Möglichkeit der Transformation der Reihe in eine ihr äqui- 
valente ergeben, in der die Inversiouen des Tripels a, b, C als un- 
mittelbar nacheinander erfolgend sich aufheben. 

Reduktion einer Reihe (1) mit 3 Intermediärgruppen. 

In Rücksicht auf die grofse Anzahl hierbei zu unterscheidender 
Fälle einerseits, wie auf die bisher beobachtete völlige Analogie der 
verwerteten Transformationsmethoden andererseits mag die Unter- 
suchung an einem bestimmten ausreichend allgemeinen Beispiel ge- 
führt werden. Als solches diene die Reihe: 
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(1.) a, b, c; a, b, b^; ... .; a, c, b»; ...; b, c, b,; ...; a, b, bj; . . . 

. . . ; b, c, bg; a, b, c. 
Nach einer bekannten Regel sind die Folgen 

0, b, bi ; a, c, bg; a, c, bj-, a, b, b, und a, c, bjj; a, c, bj; a, b, bg ; a, b, b^ 
durch resp. die Tripel zu ergänzen 

a, i>i, bj und a^ b^^ bg. 
Analog vervollständigen sich: 

b, a, b^; b, c, bj; b, a, bj-, b^ c, b^ durch b, bj, b», 

^; C> Kj ^f ^> ^35 6; Ö; ^«5 ^; ^; ^2 durch b, bj, bj, 

c, a, b^; c, b, b^; c, a, bg; c, b, b, durch c, bg, b^, 
c, a, bjj c, a, bij'c, b, b,; c, b, bg durch" c, b|, bj, 
c, b, b,; c, Ä, b,; c, b, bj-, c, a, b, durch c, bj, b,. 

Hiemach resultiert zunächst die Grundreihe: 

(1) a, b, c; a, b, b^; a, c, b^; a, b^, b^; b, c, bj; b, b^, b,; c, tg, b,; 

Ol 6> i>s; (o> ^* fc; 6; ^2, J>3); o» c, b^; (c, b^, b,; c, bi, bs); 

a, b, bg; b, c, bi; a, c, b,; b, c, bg; a, b, c, 

wo jade noch unbestimmte Tripelfolge in Klammem eingeschlossen ist. 
Betreffs der Stellung des Paares 

C, bj, b,; C, bi, bj 

folgt aus der Form des nach der* Inversion von 

a, c, b, 
geltenden Index 

dafs das Tripel c^ b]^ bg dem anderen c, b^, bj vorangeht. Ferner 
lehrt ein Blick auf die Anordnungen 

bj,a,bi;b2,c,b3;b2,a,b3;bg,c,bi und b3,b,bi;b3,c,b2; bjybjbg-, b3,c,bi, 

dafs zwischen den Tripeln der Paare 

^2J C, bj; bg, a, bg und bj, c, b^; bs, b, b, 
notwendig das dritte auftritt 

bi, bg, bj. 
Also erhält die Grundreihe die Form: 

(1) a, b, c; a, b, b^; a, c, bgj a, b^, bg; b, c, bg-, b, b^, b^; c, bg, b,; 

K ^27 hl 0> ^7 hl (S^f hy i>8; 6| h) h)i Ö; c, bi; Ü, b,, b,; 

c, b,, bg; a, b, bg-, b, c, b^; a, c, b^; b, c, bgj o, b, c, 

EberhaTd, Goomctrie. 17 
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und hierin bestimmt sich gemlifs dem nach der Inversion von b|, bs; b^ 
resultierenden Index 

die noch fragliche Reihenfolge zweier Glieder durch 

a, bg, bg; 6, b^, bg. 

Zurückkehrend zur Reduktion der ursprünglichen vollständigen 
Inversionenfolge 

(1) a, b, c; a, 6, b^; X/; %^\ • • •; a, c, b,; J^w, a:,^^)^ . . .; a, b^, b, 
c b b • I («) 31 (<5) • h b b • SC (7) 31.c^) • ft B b 

3:/«), ^,w, . . . 5 a, b„ b,; Xi"», 2,^, . . . ; b, b„ b,; 3;,('«), a;,<"), . . . 
a, c, b,; 2:,(">, V", •••; c, b„ bs; %.^"K 3:,<">, ...; c, b„ b, 

«r (IS) <r (IS) • o 6 b • 3; (1*) 3: (") -beb- %A"') 3;»(i*) 
ö, c, i>8; 3;,('«), SjC«), ...; b, c, b^; a, b, c. 

beweist man — die Reihe von ihren Grenztripeln aus verfolgend — 
unter Beobachtung der jeweiligen Indices 

Jia), J-(b), ^(c), J(b,), J-(b,), J(b,) 

schrittweise die Unabhängigkeit der Tripelfolgen 

3;,W, S,«, ... und %i^"-», %i^"-^\ • • • 

(Ä=l, 2, 3) 

von den ihnen vorangehenden Tripeln der Grundreihe. Infolge dessen 
transformiert sich die vorliegende in die äquivalente Anordnung: 

n^i 3:' 3!' 3:" st" 3:"' 3^'" 

a, b, c; a, b, bi^ a, c, b^; a, b^, b^] b, c, b«; 2:/*>, Xg^^^ ...; 
b h b • ST (5) T (5) • r b b • 31 (6) 3: (6) 

b b b • 3: <') 3: C') • a b b«- S: ^ß) t (8) 

n b b • 3! (9) 3; <^> • b b b • 3! (10) g- (lo) 

Q c b* 3;<ii) 3:("> • c b, bo- 3;<i2) 2; (12) 

r h b • 3! (18) 3^ (15) 

^7 ^17 *'2? '*^1 7 '*^2 7 • • • J 

Ö7 67 bg-, b, c, bj; a, c, bg; b, c, bg-, a, b, c; 

3; <i*^ 3:«(**> SC, (15) 2;jis) %(m %W) . , . 

'*'! 7 *^ 7 • • • 7 ^^1 7 '*^2 7 • • • 7 *'l 7 ^^2 7 

Um Überblick und Darstellung zu erleichtern, mögen die Tripel der 
Grundreihe von deren Grenzgliedern a, b, C aus als erstes, zweites 
u. s. w. gezählt und dem entsprechend die genau nach und genaa 
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vor den Inversionen der einzelnen bestehenden Indezsysteme darch 
die Bezeichnungen unterschieden werden 

In hf Isj ••• ^^^ lo I2; ht •"•• 
Die danach giltigen Schemata 

lö. J(fi) = c, i>u ^27 1); c7(b) = c, bs, bi, a; /(c) = a, b„ b,, b; 

J^(^) *= ^; i^«7 ö; ^^(^2) = c, bi, a; 
"I5. J(a) = b, bg, bg, c; J(h) = b^, a, b^, c; J(c) = a, bj, b,, b^, b; 

<7(bi) = b; c, . . .; J(Pi) = d, c, ... 

lassen erkennen^ dafs die beiden Reihen 

3:/*^ a:,(*), . . . und i/i»>,.2:,(i«>, . . . 

notwendig frei sind von resp. allen Tripeln 

K) tt| ^; E; Ö; ^21 E; ^, K S; 6, bj, J; C, b^, j; C, bj, j; b,, bj, E; 
(«5) ö; ^; E; ö, bj, J; b, b^, J; C, b^, J; C, b^, E; C, bg, J, 
die zweite aber möglicher Weise solche der Formen enthält 

b, b„ E und bi, bg, J. 
In diesem Falle ist jede etwaige Folge 

C, Oj; Dj) . . . ; «'i; ^2; E ; . . . ; D, Dg, E5 • • • 5 d; D, Dg 
wie früher in die andere umzuformen 

^; bi, Dgj • • •; b, Dg) E? • • M b|, Dg, E 5 • • -5 ^; b, Dg, 
und die Reihe (1)^ durch die andere zu ersetzen: 



\^2/ *'! y *8 } ' ' ' 9 ''^l } ^ 7 ' ' ' f ^l 7 '*'2 ; • • • > *'l 7 '^ 



2 ; • • •) 



a, b, c; a, b, b^; a, c, b^; a, b,, b^; b, c, bj; b, b^, bgj 

^ (6) <r (6) . f h h • • f b b • T <i») 3! ("> • b h r« . 

c, b,, bg; a, b, bg; b, c, bf, a, c, b,; b, c, bg-, a, b, c; 

3;/^«), 3:ga3)^ . . .; b„ b„ e; . . . ; 2;/^*), 2;g(^^), . . . ; 3;,(^«) 3:ga«> .... 

Ein Blick auf die von den vorausgehenden Bildungen unterschiedenen 
Indices 

Iß. J(b) = c, bi, bs, a; J(b,) = b, b^, b^, q; 

V «TO = a, bj, bi, bg, b; J(bi) = b, bg, c-, J(bg) = a, b^, c 

lehrt, dafs die Reihen 

x/%2:g(^ ... und 3;/^«), 3;g(i^ ... 

neben den Tripeln der Gruppen 

(«r,) «lid (Äß) 

17* 
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resp. auch die anderen ausschliefsen 

Indem man daher eine in der zweiten Reihe etwa vorhandene Folge 
c, bj bg; %j^^^\ . . .5 ^; 1^3; J; • • •; ti, ba, J5 . . .; C, bi, bg 

auf bekannte Weise in die andere transformiert 

C, bi, baj %i^^^\ . . .; 6, bg, e; . . .; bj, bs, j'; . . .; c, b^, b^, 

wird man die obige Reihe (1)2 dorch einfache Transpositionen auf die 
Form bringen: 

a,b,c; a,b,bi; a, c, O^; a, bjjbg; b, c, bj; b,bi,bs; c, bg, b,; 
3: (6) 3: (6) . b b b • • fl c b • 3: (") 3L<i^) • b b« r- 

c, bi;b,; c,bi, ba; a,b, b,; b, c, b,; a, c, bs; b, c, bg-, a,b, c; ... 
er (12) <r (12) • b b« r'- • 3;<i®> 3L<^^ • • • 

Auf ganz analogem Wege, nämlich durch die Betrachtung der Sche- 
mata Ig und I7 folgt weiter, dafs kein Tripel der beiden Reihen 

%^(^), 2j(6>, ... und X/^), 3^(^, . . . 

mit einem ihm vorangehenden der Grundreihe in zwei Elementen 
übereinstimmt, dafs mithin die letzte Reihe (I3) mit der anderen 
äquivalent ist: 

n^ 3; ' 3; ' 3: " 3: " 3; (<5) 3: (6) 3; (7) <r (7) 

Q, b, c; a, b, bij a, c, b^; a, bi, b^; b, c, b^] b, bj, bg-, c, bg, bj; 
b b b • ö b b • 31 (ö) T (8) «ab b • 3; <9) T (9) 

\ 

Man erkennt aber aus dem Schema 

Ig. j(a) = c, bi, bg, bg, b; c7(b) = c, b^, a, bg; J(c) = b, bg, b», a; 
j(bj = b, bg, bg, a; JCbg) = c, b,, bg, a; JCbg) = c, bj, bg, a, b, 

dafs ein Tripel der Folge 2^^^^, 2!2^^^ • • • weder mit einem der acht 
ersten Tripel der Grundreihe noch mit dem anderen a, bg, bg mehr 
als ein Element gemein hat, dafs dagegen einzelne mit dem Tripel 
Q, b, bg in je zwei Elementen übereinstimmen können, und zwar solche 
der Bildung 

6, bg, j. 
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Also gelangt man schliefslich zu der Suceession: 
(1)5 a, b, c; a, b, b^; a, c, b^; a, b^, bj-, b, c, b^] b, b^, bg-, c, bg, b^; 
^1? ^if i^s5 ö» *> l^a; ö, bjj, bjj . . .; b, bg, J; . . .; b, b^, bj', . . .; 

b, bg, t|; .-..5 a, c, bi-, c, bj, bj,; c, b^, bg-, a, b, b^] b, c, bj-, 

a, c, ba; b, c, bg-, a, b, c. 

Mit bezug auf diese Reihe lehren die genau nach den Inver- 
sionen von 

b, bj, J und b, bg, ba 

geltenden Indices 

JQ>s) = 6, J, b„ a; c7(b) = a, j, b^, b3, 

dafs in den beiden Reihen 

^» i>3; ?; • • -5 6; i^2; t>tf ^»^ 6, bj, bj; . . . ; a, b, bg 
notwendig resp. die Tripel auftreten 

bg, ba, J und b, bg, E, 

andernfalls müfsten die Reihen entgegen den ursprünglichen Voraus- 
setzungen die Tripel aufweisen 

b, ba, j und a, b, j. 
Ganz analog ergiebt sich rücksichtlich der Folgen 

b, bg, 9; . . .; b, bj, b, und b, b^, b^; . . .; a, b^, bj, 

dafs die zweite notwendig das Tripel b; bs^ ^ und also auch das an- 
dere bg, b^, t) enthält. 

Demgeinäfs hat man die Reihe 

ö»i>2>l>3*7 ^y^sjhi •••; ^2;i^8j£«; • ••; 6»^2> ^a; •••; t>,b2, j,; ...;a, c, b^ 

im allgemeinen als aus mehreren Folgen 

^; ^3> £m ^2; t>37 Jm ^> ^2; li 
(f = 1, 2, . . ., m) 

und aus gewissen von diesen abhängigen Tripeln zusammengesetzt 
anzunehmen. 

Es bestimmt aber die eine Reihenfolge 

b; b^} El) b; D3, ^2? • • '5 b; 1)3, Jnj 

die entsprechenden anderen: 

^27 ^3, El 5 D2, Oj; E25 •••} ^2} bs; E« ^* '^y *^i}im] Ö; D3, Em— 1) •••7 ''^ ^2> El* 

Denn zufolge der nach den Inversionen von 

b, ba, E2 und b, b,, ba 
geltenden Indices / 

J(^3) = Eij E2, 6 und J(b) = Eu E2; K ^s 
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müssen den Inversionen der Tripel 

h) ^3) i2 und b, bj, Ji 
resp. die der anderen vorausgehen 

Diese Beziehung läfst weiter erkennen, dafs irgend drei Folgen 
Z) Dj, Dg, El-; . . .5 bg, O3, Ei) • • -5 P; ^2? ^3? ' ' '7 

O) V; D27 ögj • • • ) t), Dg, EiJ • • • i D, Dg, J/J . . . 

Tripel der resp. Formen ausschliefsen: 

1) 6, hy lk\ K Eo E*, 2) bg, lu Ik] b3, Eo jjt, 

3) b, El-, Ea; i^2> Ih E*- 
Denn unter den gegenteiligen Annahmen 

la) 6, l>s> E.-; •••; ^y Eo E*; •••; 6; i^s; E*; •••; ^, b«; i>si 

Ib) b, bj, E.-; ...; b, bg, ?*; ...; b, J;, Jf, ...; b, bg, bg, 

— es genügt, diesen einen Fall zu verfolgen — müfsten, da Wieder- 
holungen ausgeschlossen sind, die Folgen bestehen: 

la) b, bg, E,-; ...; b, bg, bg-, ...; b, bg, j*, 
Ib) b, bg,, bg; ...; b, bg, li\ ...; b, bg, J*. 

Die fragliche Verbindungsreihe 

a, bg, bjj ...; b, bg, bgj ...; a, >c, bi 

nimmt deshalb die endgiltige Form an: 

a, bg, bs; b, bg, jj; b,b3, jg-, ...; ^,\>^, im\ 

b2;D3,Ei5 Dg, O3, E27 •••? *^2; D3, Ewii ü. Dg, D3; 
D; D2> Emj *^; Dg, Jm—i^ •••J D, Dg, J^} ^> ^; ^i • 

Dieselbe ist nach bekannten Regeln successive in die andere trans- 
formierbar: 

1) ö, bgjbg; b, bgjJi; ...5 b,b3, E„,-i; bg, b3, E^; ...; bg, bj Em-i", 

6, bg, Em; bg, b3, E«; B, bg, b3; b, bg, Em-, 

6, bg, Em-i; b, bg; Em-a; ...; b, b^, EiJ ö, c, b^ = 

Z) ...; D, Dg, Em) D, Dg, DgJ Dg, Dg, Em? D, Dg, Em) ••• ^= 

3) a, bg, bg; b, bg, Em; b, bj, Ei; . • .; 6, bg, Em-i; bg, bg, Ei; • •• 
• • •; bg, bg, Em~i; b,*b2, bg; b, bg, Em-i; . . .; b, bg, Em 

ba, bg, Em; b, bg, Em; 0, c, b^. 
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Nach (m — 1) - maliger Wiederholung dieser Schlufsweise resultiert 
schliefslich die Reihe: 

4) a, bg, bg; 6, bg,!^; b, b^,?«-!; ...; b, b^,?!; 

b; bj, O3; O2, Dg, Ji ; O2, O3, Jgj • • • 5 bj, bg, J,«; 

6;bg, Ei; b, bg, E2; •••; b, bg, i'm; a,c, bj. 

Nun sind die Glieder der Gruppe b, bg, Ja von den vorangehenden, 
die der Gruppen b^, bg, Ja und b, bg, Ja von den folgenden Tripeln 
der Grundreihe (1) unabhängig. Man kann deshalb die ursprüng- 
liche Reihe (1) endgiltig auf die Anordnung zusammenziehen: 

(lo) a, b, c; a, b, b^; 0, c, bg-, a, b, , b.; b, c, bgj b, b^, bg; 

c, bj, bg; bi, bg, bg; a, b, bg; a, bj, bg; b, bg, bg; a, c, b^; 

c, bi, bg*; c, bi, bg; a, b, b,; b, c, bj; a, c, bg; b, c, b^; a, b, c. 
Einfache Transpositionen führen dieselbe in die andere über: 
(Ij) a, b, c; a, b, bj; a, c, b^; a, bj, b,; a, c, b^; b, c, bg; b, b^, bg; 

C; bg, bg; bi, bg, bg; c, bi, bg; c, b^, b^; a, b, bg; a, bg, bg; b, bg, bg; 

a, b, bg; b, c, bj; a, c, bg; b, c, bg; a, b, c, 
und diese verwandelt sich zufolge der Äquivalenz. 

C; bg, bg; bi, bg, bg; c, bi, bg; c, b,, bg = c, bi,bg; c,bi,b3;bi,bg,bg,c,bg,b3 

und passender Umstellungen einiger Glieder in: 

(lg) o,b, c; a,b, bj; a, c, bg; a, bi,bg; a, c, b^; c, b,,bg; b, c,bg; 
*.i>i;i>3; c, bi,b3; b, c, bi; bi,b2,bg; c,bg, bg; a,b, bg; a,bg, bg; 

b,b2, bg; a,b, bg; a, c, bg; b, c, bg; a, b, c. 
Auf Grund der weiteren Beziehungen 

a,c,bg; a,bi,bg; a,c,bi; c,bi,bg = c,bi,bg; a,c,bi; a,bi,bg; a,c,b3, 
6,c,b3; b,bi,b3; c,bx,bg;b,c,bi = b,c,bi; c,bi,bg; b,bi,b3; b,c,bg 

resultiert aus der vorstehenden die neue Form: 

(Is) c, bi, bg; a, b, c; a, b, b^; a, c, bj; b, c, b^; a, b^, bg; a, c, bg; 
c, bj, bg; b, bj, bg; b, c, bg; b,, b^, bg; c, bg, bg; a, b, bg; a, bg, bg; 

^} ^8; i^3) ^; 6; ^a? Ö, C, bg; b, C, bg; a, b, C, 

und da die Äquivalenz gilt 

a, b, c; a, b, bi; a, c, b^, b, c, b^ = b, c, b^; a, c, b^; a, b, b^; a, b, c, 

erhält man: 
(I4) c, bi, bg; b, c, bi; a, c,bi; a,h,\] a,bi,bg; c,bi,bg; b*,bi,bg; 
^u ^%7 hl ^) ^y C) ö, c, bg; b, c, bg; c, bg, bg; a, b, bg; a, bg, b,; 

b, bg, bg; a, b, b^,; a, c, bg; b, c, b^; a, b, c. 
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Der durch die Tripel a, b, c abgegrenzte Teil der Reihe läfst 
sich weiter schreiben 

a, b, c; h, c, bg-, a, b, b»; a, c, b^; c, b^, bg; a, b^, bg-, o, c, b»; b, bg, b^; 

und verwandelt sich dann gemäfs der Relation 

a,c,b2; c,b2,bs; a;b2,bs; a,c,b^ = a, c, bg-, a, b^, bg; c,b2,bg; a,t,b3 

in die Folge: 

a,b, c; b, c, bg; a,b,b3; a, c, bg; a, bjjbg; c^bg, bg; 
a, c, bg; b, bg, bg; a, b, b^; b, c, bg; a, b, c ^ 
a, c, bg; a, b, bg; b, c, bg; a, b, c; a, bg, bg; 

eine Reihe, deren Reduzibilität auf der Hand liegt. Q. e. d. 

Reduktion der Reihe (1) bei m Intermediärgruppen. 

Es mag die betrachtete Reihe 

(1) a, b, c; Xj, SCg, ..., Z^r, a, b, c 
beliebig viele Intermediärgruppen enthalten 

a, B, E.-; a, c, Er, b, c, j.-, 
. (i = 1, 2, . . ., m). 

Man kann die Reihe auf ähnliche Weise wie in den früheren spe- 
ziellen Fällen zunächst in die Darstellung überführen 

WO die Grundreihe aufser den 3 m genannten nur noch Tripel der 
Zusammensetzungen enthält: 

ö) ?o E*; b, E,-, Et; c, j,-, j*; £,-, ji, jj. 

Angenommen, es sei eine allgemeine Methode bekannt, um für eine 
nur m — 1 oder weniger Intermediärgruppen enthaltende Grundreihe 

(lo) ^9 6; <^5 ö, b, E.-; ...; a, b, c 

eine Folge von Grundäquivalenzen abzuleiten, welche zusammen mit 
geeigneten Transpositionen die Reihe auf die reduzible Form bringen: 

a, b, c; a, b, j,-; a, c, j,-; b, c, j,-; . . .; a, b, c. 

Dieselben seien für die aus der ursprünglichen Reihe (1) nach Aus- 
schlufs der Tripel des Elementes E« entstehende Reihe (Iq) in ihrer 
genetischen Aufeinanderfolge dargestellt durch: 
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t.-, Ih 9m t.-» E.-> 8.-; t.-> % ii] E.-, % ii ^ Xo 9/, a.-; t,-, t),-, s,-; tf, j,-, j«; t,, ?,, tj,, 

Es wird sich darum handeln, festzustellen, inwieweit diese ümfor- 
mungsprozesse selbst und ihr Effekt für die verlangte Reduktion der 
Reihe (1) in Betracht kommen. 

Im allgemeinen wird unter den aus (l^,) ermittelten umzukeh- 
renden Grundfolgen eine erste existieren 

E»; E*; E<5 Ei; E*» Emj Et; Eo Eto? E*i h) Ew; 

welche als Bestandteil der Reihe (1) durch Tripel des Elementes E» 
unterbrochen ist, also etwa die Verbindung involviert: 

E«; E*; E«) E»; Ei ; 5i 5 • • • ? Eo E*; E«? E»; Es ; Vi 5 • • • 
• • • 5 E«; Eo Ewj E«; Es ; V3 5 • • • 5 E*; Eo Ew 

Durch zweckmäfsige Transpositionen ihrer Glieder wird man diese 
auf die typische Form reduzieren: 

••• j Ei; E*; E'j E«; E»; E*5 • • • 5 E<> E*; Ew5 • • • 5 Ei; Eo EwJ • • • 5 E*; Eo E'« j ' * ' * 

Gemäfs den nach den Inversionen der Tripel 

Ei; E*; E'5 En; E») E*) •••) E«; E*j im 

geltenden Indices 

t/ (Ev ^^^ E'; • • • ; E»; • • • ; E»»; • • • > E* ^- «^ (E*v "^^ Eo • • • ; E»; • • •; Ew; •• •; E* 

müssen den Elementwechseln von 

El-; Eo Im und E*; Eo Em 
resp. diejenigen der anderen vorangehen 

E»; El» im und E»; E*; Em; 

d. h. es mufs ursprünglich die Anordnung bestehen: 

E»; E*; E<5 Eh; Ei; E*5 • • '5 Ei; E*; Em 5 • • •? E«> E»; E' 5 • • ' 
•• "5 Ei; Ei; Em 5 • • »j E«; E*; Em 5 • • •? E*; Eo Ew 

Da aber nach früheren Ergebnissen zwischen zwei Tripeln 

Ea, E6, Ec5 und Ea, Eö, EdJ 
Verknüpfungen der Bildungsweise illusorisch sind 

Ea; Eö; Ecj En; Eoi; E^i 5 E«; Ea»; E^i • • • 5 E«; E«;i; E^ji? Ea; E*; Erf; 

wo jedes folgende mit dem vorhergehenden Tripel in zwei Elementen 
übereinstimmt, kann man die Kette von vorneherein so ansetzen: 

EijEt;E'5 En>E«; E*) Ei;E*;Em) En;Ei;Em5 Ei; l'; Em» E«;Ei^;Em} E^; E'; Em? = 
= Ei; E*; Eo E«; Ei; Et) Ei;E*;Em) E»;Ei;Em7 En;E*;£m9 Ei;Ei;Em} E*; E') Em» 
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Hier ergiebt die Beziehung 

E«7 Jo E*5 J'7 i^> S»»? S«> E»; Em? E«; E*> E»* =^^ 

=^= E»; E*; Ew»5 E»; E«j Ew»5 E«; E*> E»»5 E»; E*; E* 

zusammen mit einigen Transpositionen die äquivalente Reihe 

E«> E*» Ew> E»; Eo Ew) Eo E*7 E<? E«; E*? Ew5 Eo Eo Em? E*7 Eo Em? E») Ei; E*; 

wo nun der verlangte Frozess thatsächlich wieder ausfiihrbar ist. 

Auch die bei der Reduktion der Reihe (l^) vollzogenen Trans- 
positionen bewahren der erweiterten (1) gegenüber sowohl ihre Aus- 
führbarkeit als ihre Bedeutung. — Denn zwei in der Reihe (l^) be- 
nachbarte in höchstens einem Element übereinstimmende und daher 
umstellbare Tripel 

Eo E*, h und jf,- ijt^, jr 
sind in der Reihe (1) allgemeinsten Falles durch eine Folge ver- 
bunden 

E»7 E*> E<) E«; E'*i; E*i5 E»? E»«? E*tj • • •? E»; E/2> E*i5 E»'; E*'> E^'? 
welche man unmittelbar auf die andere zurückführt: 

E»; E«i> E*i5 E»> E'a7 E*«3 •••) E»> E*; E<5 E«; Eo E*5 •••» E»*; E*'? Ei'5 •••) E»;E'^»E*i' 
Weil jedoch die Verbindung 

Eo E*; E*; El, li) E*; •••) li') Efj Er 
Folgen des Typus 

Eo E*; hl In, h} E*; E«) E/> Eaj • • «5 En, E»"; h'] E«'> E*'? Er 
nach früheren Deduktionen ausschliefst , transformiert man dieselbe 
in die gesuchte Reihe: 

in, E'i; E*i5 El» E'i> E*a5 • • »5 E»'; E*'; Er 5 Eo E*> E/j En; E«7 Ei5 • * •• 

Kennt man also eine die Reihe (1^) reduzierende Folge von 
Grund äqui Valenzen und Transpositionen^ so läfst sich aus dieser mit 
Bezug auf die Reihe (1) ein analoges System von Grundoperationen 
ableiten, welches letztere in die Form überführt: 

a, b, c-, a, b, j„; b, c, j«; a, c, j«: . . .; a, b, c. 

Hier leistet die Beziehung 

a, b, c; a, b, j„; b, c, s„; a, c, j« ^ a, c, j„; b, c, j«; a, b, x«; a, b, c 

die gesuchte Reduktion auf eine solche Reihe, welche höchstens noch 
n — 1 Intermediärgruppen enthält. 

Da nun die Reduzibilität einer Folge mit einer und zwei Zwischen- 
gruppen oben uneingeschränkt nachgewiesen worden, kann man die 
allgemeine Regel aussprechen: 



§ 13. Die eindeutige Abhängigkeit eines willkürlichen Indexsystemes etc. 267 
Jede beliebige Inversionenfolge der Form 

läfst sich durch geeignete Transpositionen und Grund- 
äquivalenzen in eine andere transformieren 

welche die sich wiederholende Inversion des Tripels a, b, c 
nicht mehr enthält. 

Dieses Resultat bietet die erforderlichen Vorbedingungen; um 
die am Eingange des Paragraphen formulierte Hauptfrage betreffend 
die Gruppen der Fundamentaltripel inäquivaleoter Indexsjsteme zu 
definitivem Austrag zu bringen. 

Es werde die Elementartransformation des Indexsystemes 

in das andere 

bei gleichen Charakteristiken 

geleistet durch die successiven Inversionen der nach den Vorschriften 
der §§ 11, 12 ermittelten Tripel 

Dann ermöglicht es die obige Begel, alle ursprünglich vorhandenen 
oder nachträglich entstehenden durch je zwei sich wiederholende Inver- 
sionen eingeschlossenen Verbindungen 

vermöge entsprechender Grundoperationen in eine von jenen freie 
Folge umzuformen 

und hierdurch aus der Beihe (1) einerseits sämtliche uneigentlichen 
d. h. in gerader Zahl auftretenden Elementwechsel auszuscheiden, 
andererseits die eigentlichen d. h. in ungerader Zahl vorhandenen auf 
je einen Vertreter zu reduzieren. 

Man schliefst demnach den wichtigen Satz: 

Theorem 18. Jede beliebige zwei inäquivalente Index- 
systeme 

'APd. 'J(P.), • . • , 'J(.Pn) und 'J(p.), V(p.), . . . , V(P») 

— c (pi, p/, p*) = c (pi, pi, pt) — 
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in einander transformierende Inversionenfolge läfst sich 
in eine irreduzible d. li. eine solche Reihe umformen, welche 
nur noch die wesentlichen Inversionen und zwar jede genau 
einmal enthält. 

Diese fundamentale Eigenschaft der aufgestellten die beiden ge- 
gebenen Indexsysteme I und I verbindende Inversionenfolge gestattet 
unmittelbar zwei wichtige Folgerungen. 

Wie bereits pag. 237 hervorgehoben worden, ergiebt der succes- 
sive Vergleich aller Paare entsprechender Indices 

eine festbestimmte positive ganze Zahl q' als die Gesamtzahl aller 
Elementepaare 

welche in ersteren in umgekehrter Reihenfolge auftreten. Weil aber 
der Ausgleich der Inaquivalen^ der beiden gegebenen Indexsjsteme 
sich einzig und allein vermittelst der loversionen obiger Reihe von 
Fundamentaltripeln vollzieht, so zwar, dafs diejenige eines solchen 

Piy Pk, Vi 
in den drei Indices seiner Elemente 

'JiPd = Pk, Ph • • •; 'J{Pk) = Pi7 Ph • ' •; 'J(Pd = Ph Pk, • • • 

und nur in diesen resp. die Umstellung der drei Elementepaare bewirkt 

Pk, Pl] Ph Pi] Pi, Pkj 

wodurch die Zahl q' jedesmal um genau drei Einheiten vermindert 
wird, und weil zufolge der durchgängigen Verschiedenheit der aus- 
geführten Inversionen 

keine dieser Umstellungen wieder rückgängig gemacht wird, resultiert 
zwischen den Gröfsen q' und q die einfache Beziehung: 

3q = 9, 

und somit als Ergänzung des Theoremes (18) das weitere: 

Theorem 18a. Die Anzahl der Inversionen jeder Folge von 
verschiedenen nach einander hervortretenden Fundamental- 
tripeln, durch -welche zwei gegebene inäquivalente Index- 
systeme des angegebenen Charakters in einander elementar 
übergeführt werden, ist eine von der Bildungsweise der 
Folge unabhängige invariante Zahl, das sogenannte Mass 
der Inäquivalenz beider Systeme. 
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Die zweite Folgerung herzuleiten, betrachte man die den succes- 
siven Inversionen der Tripel 

entsprechende vollständige Verbindungsreihe von Zwischensyslemen 

I, r, I", . . ., ¥9) = I. 

Dann folgt aus der durchgängigen Verschiedenheit der Tripel Xu, dafs 
das erste Xq, welchem als einem Fundamentaltripel von I die Charak- 
teristik c = + 1 zukommt; im zweiten und allen folgenden Systemen 
die entgegengesetzte 4^ 1 besitzt. Da ganz Analoges rücksichtlich des 

Fundamentaltripels St^ des Systemes I gilt, deduziert man den Satz: 

Theorem 18b. Zwei in einem Paare entsprechender In- 
dices und in den Charakteristiken der korrespondierenden 
Tripel des betreffenden Elementes übereinstimmende in- 
äquivalente Indexsysteme 

I. V(p,), 'J(p,), ..., 'J(p«) und I 'J(p,), 'J(p,), ..., 'J(p.) 

- c(Pi, pi, pk) = c(^„ p/, p,) - 

besitzen stets inäquivalente Gruppen von Fundamental- 
tripeln. 

Dieses Gesetz lässt sich auf jedes beliebige Paar inäquivalenter 
Indexsysteme ausdehnen. 

Man wähle zunächst statt des Systemes I ein ihm äquivalentes 
I^y welches sich von jenem nur durch die Drehungsrichtungen ein- 
zelner Indices unterscheidet. — Dann ist die fragliche Behauptung 

evident in dem Falle ^ wo eines der beiden Systeme I und I auch 
nur ein einziges in dem anderen nicht vorhandenes Fundamental- 
tripel aufweist. Wenn dagegen I und I nur in den Charakteristiken 
gewisser jedem eigentümlicher Fundamentaltripel differieren ^ so be- 
trachte man gemäfs dem Schema 

die den Zusammenhang der beiden Elementegruppen 

Pl} P21 •••; Pm und ^)^i, pm+2, ..., pn 

vermittelnden primären Tripel 

Ph> Pki> Pl^\ PUf Pk^} Pl^] •••; Ptx7 PkxJ Ptx9 

{X > 3). 
Da jetzt einerseits irgend ein Tripel 
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in den Indexsystemen I und I^ zufolge der Ausführungen auf pag. 
184 und 185 allemal verschiedene Hauptpunkte besitzt, anderefveiU 

korrespondierende Fundamentaltripel der Systeme I und I gleich- 
namige Hauptpunkte aufweisen^ so herrscht in I^ und I mit bezug 
auf jedes Tripel obiger Gruppe Inäquivalenz. 

Hiernach bleibt zum Yollständigen Beweise obiger These noch 
zu zeigen ; dafs auch eine Yertauschung der Elemente ps Ton I 
miteinander eine Übereinstimmung der Fundamentaltripel des resul- 
tierenden Indexsystemes mit denjenigen von I nicht herbeiführen 
kann. Nach früheren Überlegungen ist nämlich ein in dem geome- 
trisch deutigen Systeme I erfolgender Wechsel zweier Elemente 

pi und pk 

als gleichwertig zu erachten mit den successiven endlichen Inversionen 
einer Tripelfolge des Typus: 

pi) Pi\y P^x) \>iy P/.) K] •••; pi? Pia) P^a'^ Piy P*> ^i5 pi} Pk, P^J • • • 
• • •; Pi7 pk, Pln^s'^ pi, Pky K-.2; P*5 Piay K'j Pk? Pia^V K-l5 ' ' -yPk, Pi\» Pkr 

Bezeichnet daher I i^\ das dadurch entstehende System, und ist die 

I in I transformierende reduzierte Inversionenfolge bestimmt durch 
die Reihe 

Pa^, Pb„ Pc,] Pa^j Pb,', Pc', ...; Pa^, pb^, Pc^y 

so wird I in I (jj durch die Elementwechsel der Folge übergeführt: 

(1) Pa^J Pb^^ Pc^] P^g-V Pf>f}-V Pcq-^V -•5 K» P*i7 ^i? 

Po Pi,y P*x; • • •; pi, Pia> Pka^ Po P*^ P'x5 ' • ' P*> ^a» P^a^ '"'^ *'*> P'^f ^i ' 

Diese Reihe kann man nach bekannten Entwicklungen stets in eine 
äquivalente andere transformieren, welche nur noch die in ungerader 
Anzahl auftretenden Tripel, und zwar jedes genau einmal enthält. 
Je nachdem daher in (1) entweder mindestens ein oder kein solches 
Tripel vorhanden ist, wird sich dieselbe entweder auf eine Folge 
durchweg verschiedener Glieder reduzieren 

oder sie wird sich selbst vernichten. 
Im ersten Falle hat man in 

%^ und XjLi 
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zwei Fundamentaltripel von resp. 

I und 1(1), 
deren Korrespondenten in 

1(4) und I 

den ihrigen entgegengesetzte Charakteristiken besitzen. 

Im zweiten Falle ergeben sich die Inversionenfolgen yon 

P^iy ^*i> P<ri; • • • ; Pa^, Pö^y pc^ Und })/, pt^ , ^*/, . . . ; pty Pu , Pk, 

als einander äquivalent und folglich die Systeme 

i und I(i) 

als miteinander identisch, eine Eonsequenz, die mit der Voraus- 

Setzung der Inäquivalenz von I und I im Widerspruch steht 

Zu dem gleichen Schlüsse gelangt man, wenn man statt des 

Sjstemes l(j) irgend ein andres I^ zu Grunde legt, welches aus I 

vermöge der Vertauschung der Folge 

1?1» Pi) • • •; Pn 

mit einer ihrer Permutationen hervorgeht 

Denn da bekanntlich die erste in die zweite Reihe durch ein System 
successiver Transpositionen benachbarter Elemente übergeht, existiert 
zwischen I und I^^ eine Verbindung aus einer entsprechenden Anzahl 
von Durchgangssystemen 

T r I" TW T 

wo jedes folgende aus dem vorhergehenden durch den Wechsel eines 
Elementepaares entstanden ist. Infolgedessen wird sich zunächst 
zwischen je zweien dieser und weiter, auch zwischen den Systemen 

I und li 

eine Succession endlicher und eindeutiger Inversionen ergeben, 

P^Qf P^Qf P<!^'^ ' • •> Vöi; Pf>if ^i5 ^1 9 ^ > " *i ^i } '^i 7 • * •} "^i 9 "^ ; • • •> 

welche das erste in das' letzte System elementar überführt. Indem 
man diese Reihe dem Theorem (16) gemäfs reduziert, beweist man, 
wie in dem vorigen Falle, entweder die Existenz eines Fundamental- 

tripeis von I, welchem als Tripel von I^ ein anderer Hauptpunkt 
zukommt, oder man erkennt die Identität der beiden Indexsysteme. 
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Definiert man daher als inäquivalent zwei Schemata 

J(Pi), Jih), ..., J(Pn) und J(p,), J(p,), ..., 7(p,), 

welche bei jeder innerhalb der einen ausgeführten Permutation der 
Elemente 

ft > Pi7 • • • > Pn 

mindestens rücksichtlich eines Paares entsprechender Indices differieren, 
die Drehungsrichtungen letzterer sind hierbei irrelevant, so kann 
man an Stelle des speziellen Theoremes (18 b) das allgemeinere for- 
mulieren: 

Theorem 19. Inäquivalente Indexsysteme besitzen stets 
inäquivalente Gruppen yon Fundamentaltripeln. 

Hieraus resultiert aber unter Mitberücksichtigung der pag. 185 
entwickelten Beziehungen als Endergebnis der gesamten bisherigen 
Untersuchungen der allgemeine und fundamentale Satz: 

Theorem 20. Ein Indexsystem ist durch die Gruppe seiner 
vollständig definierten Fundamentaltripel unzweideutig 
bestimmt. 

Auf die geometrische Darstellung übertragen lauten beide Sätze: 

19a. Zwei allgemeine ebene Punktesysteme mit diffe- 
rierenden Indexsystemen besitzen stets inäquivalente 
Systeme von Fundamentaltripeln; 

und: 

20a. Ein allgemeines ebenes Punktesystem ist durch 
die Gruppe seiner nach Charakteristiken und Hauptpunkten 
gegebenen Fundamentaltripel vollkommen und unzweideu- 
tig definiert. 

Aus der Auffassung eines singulären ebenen Punktesystemes als 
des gemeinsamen Grenzfalles mehrerer allgemeinen Systeme und aus 
seiner stets möglichen Rückbildung in letztere folgt unmittelbar der 
unbeschränkte Geltungsbereich der gewonnenenen Resultate. 
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Gruppe seiner Fundamentaltripel. 

Die Resultate des vorigen Paragraphen bedürfen der Ergänzung, 
und zwar nach folgenden zwei Seiten: 

Erstens bleibt eine allgemeine stets zutreffende Methode zu ent* 
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wickeln, wie aus dem bekannten vollständigen Systeme der Funda- 
mentaltripel einer Elementengruppe 

Vu Pi> • • •> P« 
deren Indexsystem zu bestimmen ist; 

zweitens sind die für eine beliebige Kombination von Tripeln 
einer Elementengruppe 

Pl7 Pif "J Pn 

notwendigen und hinreichenden Bedingungen festzustellen ^ damit sie 
ein vollständiges System von Fundamentaltripeln darstellt. 

Beide Aufgaben sind im wesentlichen identisch und nach der 
gleichen Methode zu behandeln. Dieselbe des näheren zu entwickelu, 
diene das folgende Beispiel. 

Es seien die acht Elemente 

Pi; Pi} Pi9 ' ' -7 Ps 

entsprechend den in § 7 angegebenen Vorschriften verknüpft durch 
die Fundamentaltripel: ^ . 

I. i)p5\Pi7p2] PsiPe, Pi; PsIP*, Pi; PslPi, Pt; 

3) Ps\Pi7pb] PßlPs^ P61 PAPüfP^I 

4) P7ip4, P6 5 P8ip5, P4, 

und zwar mögen ihre Charakteristiken unter Bezug auf die vor- 
stehenden Punktefolgen durchgängig als positiv angenommen werden. 
Man ordne zunächst diese zwölf Fundamentaltripel gemäfs den 
acht Centren p,- zu den Verkettungen: 

Pu P2» Ps] Pif Prj, Pe] Pl> P77 Ps'j Pl7 P8; p4 ; 
P2^ P8) Pb\ P2> Pö» Pi; Piy Psf P6 5 P27 P67 p7 7 

P3» P6f Pe; Pa» Pe; Pi5 Ps, p4, Pt; Ps» p7; Ps; 

P4» Pl^ Ps; P4» P«7 P5 5 P4> P67 P?; P4; P77 P8> 

Pö? P47 Ps; P6; P87 PiJ Ps; P2; Pi? p5» Pu Pe ; P6> Pc; p3 , 
Pe; Pu P5; Pe? p6; Psi Pe; Ps? p2 ; Pe; Ps? P? ; Pe? P?? p4? 
P?; P2; Pe; P7; Pe? p4; p77 p4> PsJ p7' Pa? p8 5 p7? Ps? Pi ; 

p8? p3> p7; p8? p7? Pi; P«? Pi7 p4; Ps? p4? Pö; P«? Pö; p2- 

Hiernach und zufolge der angegebenen Charakteristiken der zwölf 
Fundamentaltripel findet man die Indices: 

'e^(Pl) = ([p3]?[p2?p5?p6]?[p7,p8?p4])?'^(p2) — ([p4]?[p8,Pr,?Pl]?[p3?Pe,p7]X 

'J(p8) = ([Pl],[p5?p6.p2],[p4?p7,p8])?'J^(p4) = ([p2]?[Pl?p8?p6]?rPe?p7?p3]X 
Bberhftrd, Geomotrio. 18 
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'J(V^)=pAy P8> P27 Pl» P6» PS7 Pl7 'J(Pg)=Pi7 P5; Pz7 p2> Pl 7 Pi^ p8i 
'«'^(^)=P2> Pc; P47 P37 P8> ^1» P6> '«^(*'8)=P6> p37 p77 Pl , .p4) p5> Pi} 

WO in den ersten vier Indices durch ein Symbol 

([Pa], [pb, Pcj Pd], [pe, P/, pg]) 

die Vertausclibarkeit aller in eckige Klammern eingesclilossenen Ele- 
mentegroppen mit einander ausgedrückt werden soll. 

Eine nähere Betrachtung der für den Index des Elementes p] 
in Frage kommenden zwei Bildungen 

1) 'J(Pl) = P3> ^2? 1P57 1^6» 1^7; P8> Pa 

und 

2) 'J(pJ « p^, p7, pg, P4» )^2» P67 P6 

zeigty dafs die erste nach Theorem (6 b) unvereinbar ist mit den Indices 

'J(Pe) = Pu P5; P3; ^2, p7, p4, Ps ^nd 'J(p7) = p^, p^, p„ p«, p„ p^ , p,, 
die zweite dagegen zusammen mit dem Index 

auf Grund des nämlichen Satzes* d«n dritten bestimmt: 

'^(Ps) = Pl» Pö? P6» P2> Pa) Pi7 P8- 

Ganz analog folgt dann aus den Indices 

'/(pj) = ps, p^, p8, p^, Pa, P5, Pe und '/(p^) = p4, pg, P5, p,, P3, p«, P7 

— die andere freistehende Annahme 

'«^(Ps) = P4j Pa; Pe; P77 p8, Ps» Pi 

widerspricht den Indices 

'J(P,) = P2,P6,P4,P8;P8;P1,P6 und 'J(P8) = P6,P3;P7;P1,P4;P6,P2 - 

auch der vierte unbekannte Index in der eindeutigen Form: 

'J'CPJ = Pi; P8» Pö; P8; Pe; p7? p8 • 

Um jetzt weiter festzustellen, ob dieses eindeutig ermittelte Schema 
auch wirklich ein Indexsystem definiert, hat man rücksichtlich der 
56 verschiedenen Elementetripel 

pa, P6, Pc 

die zugehörigen Indices 

'J(Pa), 'JiVö), 'JiVc) 

daraufhin zu prüfen^ ob sie die charakteristischen Formen zeigen: 

^iPa) = pö? [C|i, (\if • . •; C}a, ti, tg, . . ., r^], pc, [...], 
e7^(pö) = pa, [<li, C\2, . . ., (\a, fi, fg? " • '7 fy]; Pc, [••.], 
^(Pc) = Pay Ih} h} • • •; V; fu f«» • • •, fy], P*> [•••]• 

Je nachdem alle 56 Fälle übereinstimmend eine derartige Darstellung 
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aufweisen, oder nicht, wird das Schema entweder mindestens ein oder 
kein einziges Indexsystem repräsentieren. 

Neben diesem zwar stets zum Ziele führenden, oft aber sehr 
umständlichen Verfahren ist noch eine zweite Lösungsmethode her- 
vorzuheben. Dieselbe stützt sich auf das Theorem (19) und beruht 
auf dem Gedanken, ein bekanntes Indexsystem durch eine passend 
gewählte Folge von Inversionen in ein solches zu transformieren, 
welches die vorgeschriebene Gruppe von Fundamentaltripeln aufweist 
und das demnach ein zu letzterer gehöriges Indexsystem bestimmt 

Die Methode an dem obigen Beispiel zu illustrieren, gehe man 
aus von dem bekannten Indexsysteme: 

r. '/(pi) = pj, p8, p4, p5, pß, p7, p8, 'J^CPj) = Vi, 9s, Pl7 h? *>6> P7» P8> 
'*^(Pi) = Pu P2> P4> V&, P6> hf PS7 '*^0?l) = Pi; PiJ Psf hy P6? Pl, pHf 
'J{Pi) = Pu ^2; Ps> Pa7 Pßy P7> P8^ '^(Pe) = Pu p2> Ps; p4? Pb, P7; P8; 

'J{Pl) = Pn Pif P37 P4» P&, P67 Psy '«^(Ps) = Pl 7 P2; P87 P4; P6» P67 P7» 

welches dem positiv konvexen Achteck entspricht 

Pl; Pi, P8> P4> P6» P6> P7> Pbj 

und schreibe das gesuchte Indexsystem in der schon oben gewon- 
nenen Form: 

I- '«^(Pl) = (p8, [P2, P6, Pg], [P7, P8, P4]), 'J^(P2) = (P4, [p8, Pr„ Pll [Ps; p6, PtD, 

'J(Pfd = (Pi f [P6 y P6 7 Pal [p47 P7 » Pa]); 'J(Pa) = (p2 > [Pi » p8 > Psl; CPg > p7 7 P»]), 
'«''(P5)=P4> Ps; P«; Pi> Pe; p8> p7» '«^(Pe)— Pu P6> p8> P27 p7> p4> p8» 
'*^(p7) = Pa> Pe; P4> Ps; Ps; Pi> P6? '«''(p8)*'p6; p8; P7> Pi7 P47 Pö; p2- 

BehufjB der Überführung des Index 

'^^(Pb) — Pi> P2. Ps; P4; pQy Pu p8 

in die Form 

'«'^(Pö) =" Pu Pei P8> P77 P4; P8; P2 
vollziehe man zunächst die Elementwechsel: 

P4> P67 PeJ P87 P5> Pe? Pa; P5; p6 • 
Das dadurch entstehende Partialschema 

'^(P4) = Pi; Pa; Ps; Pe; p6; p7; p8; 
'^(Pp) =" Pl; Pa» P4; Pe; p6; p7; p8; '«''(Pa) = Pi; P»; p4; Pe; P6; P7; P»; 

'^iPs) = Pi; Pe; Pa; Ps; p4; p7; p8; '^Pe) = Po p6; P2; Ps; p4> p7; Pa 

geht durch die weiteren Inversionen der Tripel 

Pa» Psy P4; Pa» Ps; Pe; Pa; Ps» p5 



18 
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über in das andere: 

'«^(Pj = Pl» P3> Piy P6; V5, P7; p8> 
'J(h) = Pi? P4; Pgj P&7 Pjy Pt; P8> '«^(Pa) = Pn p4> Pü, Pö; p3» p7? Ph. 
'^(Pg) = Pi; P6; Pa; p2, P41 p7» p8> '^(Pö) = Pi? p6; P»> P27 p4> Pi; p8- 

Die jetzt nach einander möglichen Elementwechsel von 

P2» P4; P6 ^»d p^, p4, pg 

ergeben: 

'J'CPg') =• Pl> P5» Ps? P4> P2» P7, P87 '^(Pö) = Pi; Pr,, P8> p4; P:J > p77 p8> 

'^(Pa) = Pl; Pu; P5; P4> P3> P7. P87 '«'^(P4) = Pu P3; P(J; Vr>7 P27 P7> P8' 

Wendet man auf diese und die. Indices 

'«^(Ps) = Pl> Ply P67 P59 P2> P7> P8> '^(P?) = Pn P27 Ps? P4^ P5> Poi P8 

die Inversionen an 

P2; P8> P75 P2J P4; P7; Piy Pr» p7> 

SO erhält man: 

'^(Pa) = Pi? P47 P6> P57 P7» P2» P8; 

'^(P4) = Pi> P37 Pe; P5; P77 P27 P8> '«^(Pö) == Pi; p6; P:J> p4; p7; P27 p8» 
'J(|)2) = pi, p6, p7, p5, |)4, p3, pg, 'J(^)7) = pi, pg, p4, pj, ^J^? pG» p8- 

Nachdem dann vermöge der Inversion von 

P4> P7 1 P5 

die Indices abgeleitet worden 

'^(P4) — Pi7 P37 Pßy Pl7 P5? P2? Ps? '«^(P?) == Pu P3» P67 P47 P2> Pc? P>. 

'J^CPs) = Pi; P67 Pa; p7; p4; p2J Ps7 

liefern schliefslich die Elementwechsel 

P2? P3> Ps; Pi7 P4; Psi P2. Pö; P8 

die Darstellungen: 

'J^(P3) = Pi> Pa7 P6> P6; P7. P8> P27 'J(Pa) = Pl7 P3> Pc; P7; Pß? P8; Pv 

'«'^(Pa) = Pi; Pe; p7; p8; Pß» p4; Ps; '«^(Ps) = Pn Pdf Pa7 p5> P21 Pe? P?^ 

'J^CPö) =^ Pi; Pe; Ps» p7» p4» p8? P^- 

Als Endresultat der bisherigen Transformation erhält man also 
das Indexsystem: 

!/• 'J^(Pß) = Pi> Pe; Ps; p7; p4; p8; p2; '«''(Pe) '==' Pl ; Pß; P3; p4; p2> p7; P«; 

'«^(p7) = Pi; Pa; Pß; p4; Pa» Pe; Ps; '^(Ps) = Pi; Ps» p4; Pß; p2; Pe; p7; 

'J'(Pi) =P2; Ps; P4; Pßi p6; p7; p8; 'J^CPs) =Pi; Pe; p7; p97 Pbf p4; Ps; 

'J{Pi) = Pi; P4; Pe; Pß; p7; p8; p2; '^iP^) = Pi; Ps; Pe; p7; Pß; Ps; Pi; 
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Behufs der Überf&hrung des Index 

'J'iPe) = Pi; P5» Pay p4» Pi, p7, Ps 
in den anderen 

'«''(Pc) = Pu P6, Ps, P2> P7> Pa7 P8 

vollziehe man zunächst die Inversionen der successive hervortretenden 
Fundamental tripel : 

Pu Pa> PSJ Plf P2» Pa] Pi, P97 Pa] P2y P4» P6' 

Man gelangt dadurch zu dem Schema: 

'J(Pi) = Ps» Paj ftj; ^^5» t>6; P7; P87 'J^(Pa) = Pn *>8; pGy p4y Pu Ps; p5; 

'«^(Ps) = Pw P47 Pä; Pßy Pö; P7; p8; '«^(Pj = Pi; Ps» p6» p2; p7j Pb> p8f 

'JiPe) = Pu Pbf Pa, P2» P4» P7; Ps- 
Vermöge der Elementwechsel von 

P2; P4» p7 iMid p^, pe, p7 
findet man: 

'^(Pi) = Pl; Ps^ P6> Ply P4> P8» P5) 'J'CPä) =- Pu P3> P7> P6> Ps; p87 p5 
'«'(P?) = Pu Ps; P6> P2J P6» P4, P8? '^(Pe) = Pl» P6» P3» p2; P71 P4» P8 

und erhält so das System: 

'«''(P?) = Pu P87 Psy P2> P6> P4» Ps; '«^(Ps) = Pu P3> P4» PbJ Pi7 p6» p7 > 
'^(Pl) = P3; P4> P2; P5> P«> P7> P8» 'J'(P2) = Pu Ps» Psf Pl 7 p4> p8; p5> 
'«'(Ps) = Pl; P4> P2» P6» Pb7 P7> P8; '*^(P4) = Pu p3> p7J Ps; P«? p6> Ps' 

Entsprechend dem gesuchten Index 

'*''(P7) *= P2) P8» Plf P3> P8; Pu P6 

liefern die In^rsionen der Tripel 

Pu P3> P8 ^^ Pu P37 P7- 
'«^(Pl) = PSJ P7; P8; P4; P2» Pö^ p6» '^^(Ps) = P7> P8> Pu P4; P5> P27 P67 
'«^(Ps) = P8> P4> P2» Per P6> Pu Pu '^(P?) = P3> Pu P6> P2; p6> p4? p8> 

und darauf diejenige von 

P87 P7) P8- 

'«^(P?) = Ps; P8) Pu Pb> P21 P6i P4> '^(P8) — P3> P77 Pu P4; P5» p2, p6; 

'^(Pi) = P3; P7; P8> P4> P2; P6> P6> '^(Pi) -=- Pu P3; Pe? p7> p4> P8; p5; 

'«''(Ps) = Ps; P7> P4> P2? P6» Pby Pl; '«^(p4) ™ Pu Ps? p7> Pe» p2» p5> Ph • 
Ein Vergleich dieses und des unbestimmten von vorneherein 
2^ deutigen Indexsystemes I ergiebt unmittelbar: 

1) die volle Übereinstimmung beider in den vier Paaren ent- 
sprechender Indices 

'J(P.). '«^(Pe), '^(Pt), 'JiPs). 
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2) die Identität der Indices 

'jr(pi) = p8> P7I Psf P47 P2} P67 P6 ™<* 'J(Pi) = P37 <^67 1?7? ^4» P8) p67 Pl 

mit den nach I zulässigen Formen 

'J(Pi) = PiAPi,Ps7pA\7[p2^p5,pG] und 'J{Pi)=[p^,Pe^p^lP,APs^p5>Pil 

3) die genau entgegengesetzten Bildungsweisen von 

'J(Pz) = P8> P77 pAy P2) P6> Pö; Pl und 'J(pJ = p3, ^7, <)6, pj, pg, pg. p^ 

gegenüber den nach I möglichen Annahmen 

'^(P3)=P1;[P5,P6,P8],[P4,P7>P8] ^nd '^(^4)= [Pl, p8; PöL p2, ^6» p7, M« 

Es geschieht aber die Transformation der Indices 

'«^(Ps) = P8; P7J P4? P2> Pe; Psj Pi und 'J{p^) = p^, p,, pg» p2» Ps» Ps^ Pi 
in die inversen 

'^(Ps) = Pii P6> P6> Pa> P4> P7; P8 und '/(pj = pi, pg, pg, p„ p^, p^, pj 

nach einem Zusätze zu Theorem (13) durch eine gewisse Folge der 
2 • 21 Inversionen 

Ps» Po P* und p4, pi, pky 
(i, Ä = l, 2, 5, 6, 7, 8) 

ohne dafs durch dieselben die sechs anderen Indices 

'JiPi), 'J(.P,), 'J(Pd, 'J(.Pb). '^(Pt). 'J(P,) 

irgendwie alteriert werden. 

Also läfst sich das ursprünglich gegebene Indexsystem I durch 
eine ganz bestimmte Succession von Inversionen thatsächlich in ein 
anderes I überführen, welches in der Gruppe seiner Fundamentaltripel 
mit der vorgeschriebenen vollkommen übereinstimmt^ welches folg- 
lich ein zu dieser gehöriges Indexsystem darstellt. 

Das hier behandelte ideale System von Fundamentaltripeln defi- 
niert eine allgemeine Punktgruppe 

^s^Pi; Pi> "J P87 
gebildet aus dem einfachen positiven Vierecke 

Pl> P2; PS7 P4 

und vier in resp. den Flächen 

A(tl, pi, P2), A(q, pg, pa), A(q, p,, p,), A(q, p^, p^) 

(q = (iPi, P3I, p^, p,)) 
derartig fixierten Punkten 

P67 P6J P7; P8; 



I 
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dafs die beiden Geradenpaare 

die Diagonalen 

1^)3, pj und |p„ p, 

in den Strecken treffen 

Pl ~" P« ^^^ p2 ■" P« • 

Da bei der Elementartransformation eines ganz beliebigen Index- 
systemes 

in ein bekanntes oder unbekanntes anderes die Umwandlung irgend 
eines Index in den inversen ohne Änderung der anderen allemal 

durch die Inversionen von -^n(n — 1) successive auftretenden Funda- 

mentaltripeln zu erreichen ist^ und da zwei nur in den Drehungsrich- 
tungen einzelner Paare entsprechender Indices unterschiedene Index- 
systeme in den Gruppen und den Verkettungen der Fundamentaltripel 
korrespondieren^ kann die gesuchte Überführung entweder bereits dann 
als geleistet oder ihre Unmöglichkeit als erwiesen angesehen werden, 
wenn entweder unter den successive resultierenden Indexsystemen, 
wie in dem vorstehenden Beispiel das System I3, ein erstes die der vor- 
geschriebenen analoge Verknüpfung von Fundamentaltripeln aufweist, 
oder bei einer durch die Aufgabe geforderten Transformation ein 
Widerspruch mit deren Voraussetzungen zu Tage tritt. 

Das Theorem 17 bietet ein allgemeines Mittel, die Bestimmung 
des gesuchten Indexsystemes, mag dieselbe auf die eine oder die 
andere der geschilderten Methoden erfolgen, planmäfsig abzukürzen. 
Danach hat man das System $„ entsprechend den gegebenen Funda- 
mentaltripeln pi, pkf pi so in zwei Gruppen ^m und ^n-^m zu teilen, 
dafs von den Fundamentaltripeln der zweiten Gruppe mindestens je 
ein Element der ersten angehört, und dann mit Bezug auf die Indices 
der Elemente letzterer die betreffenden Feststellungen auszuführen. 

In dem obigen Beispiele ergiebt eine derartige Teilung des 
Systemes $g die beiden Gruppen 

Pu Pif P4; P5 ^^^ Ps; P67 P7» 1>8> 

80 dafs zugleich mit den vier Indices 

'^(pi), '«^(pj, 'Jih), 'J{p,) 

auch die vier anderen vollkommen und eindeutig definiert sind. 
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% 15. Das endliche ebene Geradensyatenu 

Entsprechend den beiden Grundeinheiten, welche die Anschauung 
im Gebiete der Ebene unterscheidet, 

dem Punkte und der Geraden, 
bietet sich als zweites dem endlichen Punktsysteme 

^« = Pu Psy "•} Pn 

koordiniertes Grundgebilde das endliche Geradensystem 

^n = Oi'i g%y • • ., 5'»' 

Die schon in den Grundbeziehungen der beiden Elemente, der 
Definition des einen durch zwei Individuen des anderen, mit den 
daraus resultierenden Eonsequenzen sich offenbarende absolute Reci- 
procität bleibt den zusammengesetzten Gebilden gegenüber in vollem 
Umfange bestehen. 

Am ursprünglichsten tritt sie zu Tage in deren Stammformen: 

dem allgemeinen Geradentripel 

9i7 9k 7 9i 
mit seinen drei Durchschnitts- 
punkten 



dem allgemeinen Punktetripel 

mit seinen drei Verbindungs- 
geraden 

\phM^^9ii\PhPi\^9k\\Pi,Pk\^9i* 



(9ky9d^Pij {9h9i)=Pk\(gh9k)=Pi' 

Bei der Ausführlichkeit, welche die diesbezüglichen Betrach- 
tuni^en in § 1 gefunden haben, genügen hier die wesentlichsten 
Gegenüberstellungen. 

Es teilen die drei Elemente 

Po Pk, pi 
das ebene Strahlenfeld in die vier 
Strahlenkontinuen oder Primär- 
scharen 

Pi\pk7 pi'^ Pk\ Ph ^; pi\ PoP*; 

Poo I pi, P*, pi- 



9h 9k7 9i 
das . ebene Punktfeld in die vier 
Punktkontinuen oder Primär- 
flächen 

9i I 9kj9i]9k I 9i,9r,gi \ 9h gk] 

A {9h 9k7 90' 

Jede derselben wird begrenzt von 

drei Primärwinkeln mit je zwei drei Primärstrecken mit je zwei 
Gren^strahlen. i Grenzecken. 
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In einem PrimärwiDkel grenzen | In einer Primärstreeke grenzen 
zwei, in einem Grenzstrahle alle I zwei, in einer Grenzecke alle vier 
vier Primärscharen aneinander. . Primärfiächen aneinander. 

Die Auszeichnung einer Seite der Ebene als der Bild- oder 
Operationsfläche läfst noch zwei situell verschiedene Anoifdnttngs- 
weisen der Elemente des Stammtripeis unterscheiden. 

Es erscheint nämlich die Folge 

Ph Pkf Pi 9h 9k, 9i 

als positiv bzw. als negativ, je nachdem ein die Begrenzung des 
Gebietes 

A {9i7 9ky 9l) POO ! P.-, Pky Pl 

umschreibender Punkt durchstreichender Strahl 

für einen die Bildfläche betrachtenden Beobachter 

eine linksseitige oder eine rechtsseitige 
Portschreitungsrichtung verfolgt. 

Auf den ersten Thatsachen beruht die Auffassung der zusammen- 
gesetzten Gebilde 

5ß« und Gn 
als Grenzmarken einer ganz bestimmten Einteilung 

des ebenen Strahlenfeldes bzw. des ebenen Punktfeldes 
in einer Anzahl sich ausschliefsender wohldefinierter Kontinuen, 
in Primärscharen in Primärflächen, 

worin zugleich mit der allgemeinen oder projektiv invarianten Eigen- 
art beider Gebilde ein sie in allen Teilen beherrschender Dualismus 
zar Erscheinung kommi 

Die subjektive Unterscheidung positiver und negativer Elemente- 
folgen 

Ph P*7 Pi 9h 9k, 9i 

führt zu der engeren Definition des Charakters eines in der Ebene 
beliebig aber fest - gegebenen Grundgebildes durch das System der 
Charakteristiken seiner Elementetripel. 

Hier zeigt es sich jedoch, dafs die aus den dualen Stammformen 
des Punkte- und des Geradentripels scheinbar selbständig abstra- 
hierten Begriffe ihrer Charakteristiken thatsächlich aus einer einzigen 
und zwar der ersten Quelle geschöpft worden und deshalb nur für 
das Punktgebilde Bedeutung haben. Denn während in einem solchen 
die lineale Inversion eines primären Tripels 

Piy Pk, pi 
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sowohl den projektiven Charakter des Gebildes $» als auch die eigene 
Charakteristik ändert, bewirkt die centrale Kreuzung eines primären 
Geradentripels 

9i} 9k, 9i 
zwar auch eine entsprechende Alteration im Charakter des Geraden- 
systemeS; läfst aber die Charakteristik des Tripels bestehen. Die 
obige Definition derselben entspricht eben nicht, der Natur der 
Geradenfolge 

9i} 9k, 9i 
sondern vielmehr derjenigen der Punktefolge 

(9ky 9i) = P»5 {9h 9i) = Pk] (9h 9k) = ^, 
und diese bewahrt bei den successiven oder wie im Falle der Kreu- 
zung der drei Strahlen bei gleichzeitigem Durchgang zweier Elemente 
durch das dritte ihr Vorzeichen. Was unter der Charakteristik eines 
allgemeinen Geradentripels — der Einflufs der Kreuzung eines pri- 
mären Tripels auf den Charakter des zusammengesetzten Gebildes 
Gn macht den BegriflF unentbehrlich — eigentlich zu verstehen, ist 
hiernach zunächst noch ungewifs. 

Eine eingehende in«§ 3 durchgeführte Untersuchung hat ergeben, 
dafs rücksichtlich jedes beliebigen Punktsjstemes 

^» = Pn P27 '"J 1?n 

zwischen dem Vereine der Charakteristiken seiner Wg Tripel 

Ph "Pk, pi 
und den ihren Drehungsrichtungen nach bestimmten Indices seiner 
n Elemente 

eine eindeutig umkehrbare Abhängigkeit statthat, und es war dann 
der übersichtliche Schematismus des Indexsystemes, welcher die wei- 
tere Entwicklung der Theorie bis in ihre letzten Konsequenzen be- 
herrscht hat. 

Die Entscheidung der Frage, inwieweit der Dualismus zwischen 
dem Punkt- und dem Geradensysteme sich erstreckt und folglich mit 
der Untersuchung des einen diejenige des anderen überflüssig maehl^ 
gipfelt in dem Probleme der Aufstellung eines dem Indexsysteme 
des ersteren genau entsprechenden Darstellongsmittels des letzteren. 

Im Verfolg dieses Bemühens macht sich zunächst ein schon 
in den Grundwahrnehmungen des Punktes und der Geraden kennt- 
licher Gegensatz geltend, der den behaupteten Parallelismus in Frage 
zu stellen scheint. 
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Für jede Stellung des Beobachters in einem Punkte der Ebene 
als dem Centrum eines Strahlenbüschels yindiziert die Möglichkeit 
links- und rechtsseitiger eigener Drehung stets dieselben zwei Fort- 
schreitungsrichtungen eines in dem Büschel beweglichen Strahles. 
Diese eindeutige Beziehung entgegengesetzter geometrischer Bewe- 
gungsYorgänge im Strahlenbüschel auf eine von dem jeweiligen 
Standort unabhängige invariante Eigenschaft des Urteilenden bietet 
die allgemeine Grundlage der eindeutigen Begriffsbildung des Index- 
systemes irgend einer ebenen Punktgruppe. 

Im Gegensatz hierzu besteht zwischen den beiden Fortschrei- 
tungsrichtungen eines eine Gerade beschreibenden Punktes und der 
Vorwärts- und Rückwärtsbewegung des sie abschreitenden Beobach- 
ters kein derartiger natürlicher Zusammenhang. Es kann yielmehr 
dieser in jedem Standort durcäi eine Wendung von 180^ das gerade 
bestehende Verhältnis stets umkehren. Mit bezug auf ein ebenes 
Geradensystem 

fehlt deshalb vorerst ein Mittel, die Fortschreitungsrichtungen auf 
der einzelnen Geraden g{ und damit auch die ihnen entsprechenden 
Aufeinanderfolgen der Durchschnittspunkte dieser mit den n — 1 
anderen zu unterscheiden. 

Abstrakt gefafst findet , der bestehende Gegensatz seine Erklä- 
rung in dem ideellen Gebilde - der unendlich fernen Geraden und 
deren besonderer apriorischer Bedeutung für das Punktfeld. Diese 
Gerade ^cx> zerschneidet nämlich das letztere in ein einfach zusammen- 
hängendes Gebiet^ in welchem zwischen zwei beliebigen Elementen 
stets ein und nur ein linealer stetiger Übergangs nämlich der end- 
liche möglich ist 

Indem daher einem beliebigen Punkte der Ebene dem Centrum 
eines Strahlenbüschels eine bestimmte Drehungsrichtung als positive 
beigelegt und bei allen seinen kontinuierlich erfolgenden linealen Dis- 
lokationen festgehalten wird, läfst sich dieselbe auf jeden anderen 
Punkt des Feldes unzweideutig übertragen. 

Dem linealen Übergange zweier Punkte im Punktefelde durch 
stetige Bewegung auf ihrer Verbindungsgeraden entspricht die cen- 
trale Vereinigung zweier Strahlen im Strahlenfelde durch stetige 
Drehung um ihren Schnittpunkt. Hier stehen die beiden Möglich- 
keiten links- und rechtsseitiger Drehung" in ihrer Beziehung zur un- 
endlich fernen Geraden einander ganz gleichberechtigt gegenüber. 
Das nahe liegende Auskunftsmittel; die linksseitige Rotation ein für 
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allemal als Übergangsweise zu wählen und dadurch nach Fixierung 
einer positiven und negativen Fortschreitungsrichtung auf der einen 
Geraden dieselben auch für alle übrigen festzulegen, stoCst, abgesehen 
von dem dann gestörten Dualismus zwischen den beiden Grund- 
gebilden , auf die andere Unzuträglichkeit, daüs bei etwaigen Bewe- 
gungen des gesamten Systemes die centrale Drehung einer Geraden 
um 180^ die ihr zukommenden Fortdchreitungsrichtungen doch wie- 
der umkehrt. 

Beiden Übelständen wird dadurch zweckmäfsig begegnet, dals man 
der natürlichen Grenzscheide im ebenen Punktfelde, der unendlich 
fernen Graden ^oo ^üie entsprechende künstliche im ebenen Strahlen- 
felde, den beliebigen aber festen Punkt p^ gegenüberstellt. Alsdann 
repräsentiert die doppelt unendliche Geradenmannigfaltigkeit gleich- 
falls ein einfach zusammenhängendes Eontinuum, insofern als zwi- 
schen irgend zwei Individuen . genau ein stetiger centraler Übergang 
aufserhalb des Grenzpoles pQ vorhanden ist. 

Ein linksseitig oder in positivem Sinne um den Pol pQ rotie- 
render Strahl fixiert auf jeder diskreten Geraden eine ganz bestimmte 
Richtung, identisch derjenigen, bei welcher ein die Gerade verfol- 
gender Beobachter den Pol zu seiner Linken liegen hat. Diese 
Fortschreitungsrichtung auf der Geraden soll als die positive, die 
ihr entgegengesetzte als die negative bezeichnet werden. Eine Un- 
bestimmtheit besteht einzig und allein für die Strahlen des Büschels 
pQ, bei . dessen Passieren seitens einer Geraden deren . Richtungen 
wechseln. 

Im Falle eines zusammengesetzten Geradensystemes 

genügt daher die Wahl eines aufserhalb der n Geraden liegenden 
Punktes zum Grenzpole p^^ um das Indexsystem von Gn eindeutig 
festzulegen gemäfs dem Schema: 

'^(^1)=^'? 9s ) "9 9n, 
^\9%) "=^9% 7 9z ^ "7 9 n, 



'J{9n)=92^''\9s^''\ ...,^«^^ 
wo allgemein mit 

9i:*7 9i\y ••• 9i'n 

» 

eine solche Aufeinanderfolge der Geraden bezeichnet wird 

9l9 9%} • • • > 9i — ^} 9i+lj • • •; 9nj 
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in welcher ein gi in positivem Sinne durchlaufender Pukkt den letz- 
teren begegnet. 

Die Einführung des Grenzpoles p^ bietet nun auch das Mittel, 
den Begriff der Charakteristik eines allgemeinen Ger^entripels zu 
präzisieren. 

Sind die Srei Geraden einer positiven Aufeinanderfolge ih^er 
Parallelstrahlen im Büschel :po bezw. ihrer Schnittpunkte mit der 
unendlich fernen Geraden ^oo entsprechend dargestellt durch 

9i} 9k7 9h 
so passiert, ein das Büschel ^o ^^ gleichem, also positivem Sinne be- 
schreibender Strahl die gegenseitigen Durchschnitte der drei Strahlen 

{9ky 90 = Pi'i {9h 9d = Pk] {9h 9k) = Pi 
entweder in der entsprechenden Folge 

Ph Pk7 pi 

oder in der entgegengesetzteil 

Ph Ph Pk- 

Im ersten Falle besitzt das Tripel die Charakteristik 

c {giy gk, 9i) = + 1, 

im zweiten die inverse 

c {9h 9k> 90 1- 

Das Tripel wechselt seine Charakteristik allemal und nur in drei 
Fällen: 

1. bei der Kreuzung seiner Elemente d. h. mittelst Übersetzens 
eines singuläres Tripels der Charakteristik 

c {9h 9k, 9i) = 0, 

2. beim Durchgange eines Elementes durch den Grenzpol , 

3. bei der Kreuzung zweier Elemente mit der Geraden g^Q. 

In dem letzten Umstände liegt der Grund dafür ^ dafs zwischen den 
jetzt vollkommen und unzweideutig definierten Systemen der n Indices 
'J{gi) und der n^ Charakteristiken c {gt, gk, gi) des Geradengebildes 
Gn eine eindeutig umkehrbare Abhängigkeit nicht stattfindet. 

Denn konstrujert man das Schnittpunktsystem der n Geraden 
und das zu diesem gehörige AuGsenpolygon, so kann man, wie eine 
passende Projektion der Ebene in eine andere zeigt, eine beliebige 
Ecke (gif gt) derselben, und nur diese, durch stetige Bewegungen 
der n Geraden zum Übertritt über die unendlich ferne Gerade bringen. 
Dieser Vorgang läTst sowohl die Indices der Geraden 

gi und gjc 
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als auch diejenigen aller anderen unberührt^ während er die Cha- 
rakteristiken der n -^ 2 Geradentripel 

9h 9k, 9h 
in die entgegengesetzten verwandelt. Das Indezsystem bringt mithin 
den Charakter des Geradengebildes Gn scheinbar nicht vollständig zum 
Ausdruck. 

Thatsächlich erklärt sich dieser Widerspruch indessen so, dafs 
durch die Gesamtheit der Charakteristiken c {gi, ^t, gi) nicht sowohl 
der Charakter des Systemes 6r„, sondern derjenige des um die un- 
endlich ferne Gerade ^oo erweiterten 6rn+i definiert wird. Die Auf- 
nahme des jedesmaligen Schnittpunktes einer Geraden g^ mit poo in 
den Index 

'J{9i) = 9i\9 9i\} "•} 9ooy '"7 9i'n 
zusammen mit dem n -f- 1**° 

'J(9oo) =9x7 927 " '9 9n 

stellt denn auch die geforderte Äquivalenz zwischen Charakteristiken 
und Indexsystem in vollem Mafse wieder her. 

Indem man den von der Wahl des Poles pQ unabhängigen Index 
der unendlich fernen Geraden rücksichtlich eines beliebigen allge- 
meinen Geradentripels in der Form wählt 

'J{9oo) =9i7 9k, 9i 
also die negative Punktefolge annimmt, 

Po Pk,.pi 
findet man zur eindeutigen Unterscheidung der Charakteristiken 

1) c {9i, gk, gi) = — l und 2) c (flf.-, gt, gi) = +^ 
gemäfs den Lagen des Punktes po ^^ ^^^P- ^®^ Flächen*) 
1.) a) F{p,, PO, b) F(fii, pd. c) F{Pi, p*), 
2.) a) F(p,), b) F{p,), c) F(^), d) A(p,, p*, p,) 
die Schemata: 

1) a) 'J(gi) = gkj goo7 9h 'J{9k) = 9h 9oo, 9h 'J(9t) = 9oo, 9h 9ky 

b) V(öff) = g(x>j gk, gh 'J{9k) = 9h 9007 9h 'J{9^ ==^ 9*? 9007 9h 

c) 'J(9i)=9oo,9k,gh 'Ji9k)=9h9h9<x>7 'J{9i) = 9k,9h9cx>\ 

2) a) 'J{9i)=goo7 9k7 9h 'J{9k)=9h9oo7 9h '^{90 =9kygif9oo7 
b) 'J(9i)=9k,9oo7 9h 'J(.9k) == 9h 9oo7 9h '^{9i) =9oo9 9k,9if 



*) Die erstgenannten stellen die Seiten-, die zweitgenannten die Scheitel- 
flächen des endlichen Dreiecks A (p., p^, p^) dar. 
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^) 'J(9i) = 9kf 9<x>, 9h 'J(9k)'=^9h9h9<x>, 'J{9i) = 9ooy9h9k^ 
d) '*f{9i) = 9cx>i 9k f 9h 'J(9k) = 9h 9i} 9<x>7 'J(ffi) = 9k, 9(x» 9i' 

Die Inversion des Geradentripels involviert zugleich mit der 
Vertauscliung der Charakteristiken 

^{9h 9k, 9i) = ±^ 

eine solche der beiden ihnen eigentümlichen Flächensysteme, läfst 
daher das vorstehende Verhältnis ungeändert. Ein Vergleich dieser 
durch den Index 'J{9(x>) vervollständigten Systeme mit den in § 3 
pag. 25 unterschiedenen drei Gattungen solcher 

I. 'J(pi) = pk, pi, p^, 'J(pit) = Pi, Ph Kj 

'J{pl) = Pmy Pi, Pkf 'J{pm) = P/, pi, pk', 

IL 'J(p.) = pk, Ph Pm, 'J{pk) = Ph Ph Pm, 

'J(Pi) = pm, Pi, Pk, 'J{pHi) = Ph Pk, Pi] 

IV. 'J(p.) = pky Ph pm, V(P0 = pij pm, pi, 

'J{pl) = p,„, pi, pky 'J{pm) = Ph Pk, pi 

zeigt; dafs die drei Systeme der ersten Kategorie unter den Typus I, 
die vier der zweiten aber unter den anderen II fallen, dafs mithin 
das Theorem (1) nebst allen seinen Konsequenzen auch im Geraden- 
system seine volle Geltung bewahrt. 

Wie durch die Verlegung der unendlich fernen Geraden in die 
verschiedenen Primärscharen einer Punktgruppe ^n, so werden auch 
durch die Wählbarkeit des Grenzpoles p^ innerhalb der einzelneu 
Primärflächen des Geradensystemes G» alle überhaupt möglichen 
eindeutigen Auffassungen des Indexsystemes bestimmt, welche , ein- 
ander völlig gleichberechtigt; sich geometrisch veranschaulichen lassen. 
Hierbei kommt für das System Gn die Sonderstellung der Geraden 
(/oo nicht in betrachte weil die Annahme des Poles p^ in zwei durch 
9oo geschiedenen Teile einer Primärfiäche absolut entgegengesetzte 
Indexsysteme involviert, die wegen der doppelten Bildfläche der Ebene 
als identisch aufzufassen sind. 

Sieht man von diesen relativen Verschiedenheiten ab und be- 
trachtet ganz allgemein das charakteristische Indexsystem 

so weist dasselbe genau die gleichen Grundeigenschaften auf, wie das 
entsprechende Schema einer Punktgruppe ; nämlich die durch das 
Theorem (6) ausgesprochenen fundamentalen Bildungsgesetze. 
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Es resultieren nämlich aus der Betrachtung des vollständigen 
Dreiseites 

und der seine vier Primärflächen begrenzenden Strecken 

pi — '^kj pk — '^ij p<— 'Pi, 

h — Poo — P*, pit — Pco — hl P/ — Poo — P«, 
wenn die denselben zugehörigen Geradenscharen bezeichnet werden 
durch resp. 

^llP*> pArliPo P/|ip/, 
P»|2P*; P^läPo ^UP«^ 

zwischen letzteren und den Primärscharen 

pi I Pib; fr; P* I P«) P<; pi I Po P*; Poo I P/, p*, p/ 

die Relationen: 

1) Pa:|i:Py H-P*ll P* = Py|l P* + 2p:r|py, p., 

2) P«U h-^- P«l2 P* == Py!l P* + 2poo!Pa:, Pyj Pzy 

^j y> ^ = [.h\ ^]- 

An diesen Grundthatsachen wird dadurch , dafs von den drei 
Geraden die eine gi kontinuierlich in die unendlich ferne übergeht, 
nichts geändert. Die vier Primärscharen 

pi I pi, p*; p* I pi, p/; p.- 1 P*, pr, 

Pcx) I P/, Pib, pi 

werden dann durch die vier Paare von Halbstrahlen bestimmt: 

+ 9h +9h\ +9i> -9t] —9h +9k', —9i7 —9k' 
Beide Grundformeln behalten uneingeschränkt ihre Gültigkeit, 
wenn unter den Symbolen 

Pa=liPy5 P^UPy; P*iPy, P*5 Poo'Px, Py, P» 

nicht sowohl; wie üblich, die vollständigen Strahlenkontinuen, son- 
dern die diesen zugehörigen Elemente des Geradengebildes Gn ver- 
standen werden. In dieser Auffassung liefern sie die für das Theo- 
rem (6) und seine Eonsequenzen mafsgebenden Grundregeln. 

Hiermit ist die völlige formale Identität der Indexsysteme beider 
Grundgebilde nachgewiesen. Es repräsentieren das Punkt- und das 
Geradensystem zwei gleichberechtigte (duale oder reziproke) geome- 
trische Interpretationen eines einzigen Schematismus, dessen Gesetzen 
sie gleichmäfsig unterliegen. 

Beim Übergange von dem charakterisierten zu einem eindeutigen 
Indexsysteme kann man den Index der unendlich fernen Geraden, 
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da derselbe zur geometriscben Deutung des Schemas nach Theorem (1) 
erforderlich ist, entsprechend dem allgemeinen Index 

in einer der Formen ansetzen 

'«^(i/oo) - W*>, <7/*>, . • ., ir/*), 9h, 9i^i, '•; 9n''K 

§ 16. Gemischte Grundgebilde. 

Es kann vorkommen, dass ein in der Ebene vorliegendes geo- 
metrisches Gebilde nicht durch eine Gruppe gleichartiger Elemente, 
durch m Punkte oder durch n Gerade, sondern durch ein aus beiden 
Arten, aus m Punkten und n Geraden, zusammengesetztes System 
definiert ist Im Interesse der Vollständigkeit mag daher auch die 
Theorie der gemischten Grundgebilde 

^ C^m, Gn) = Pi, 1>2,-.., Pm, Qu 9i , " > y 9n = /, ^ , 

in den wesentlichsten Zügen skizziert werden. 

Nach Analogie der Untersuchungen über das Punkt- und das 
Geradensystem sind folgende drei Hauptfragen zu entscheiden: 

1) Was ist unter dem Charakter eines gemischten Gebildes U^^h 
zu verstehen? 

2) Existiei-t ein demselben äquivalenter übersichtlicher Schema- 
tismus? 

3) Welches sind die einfachsten den Charakter bestimmenden 
Grundbedingungen? 

Als Antwort auf die erste Frage liefert die Anschauung un- 
mittelbar die Definition: 

Ein gemischtes Gebilde 2^,» ist charakterisiert durch 
seine beiden für sich wohlbestimmten Bestandteile 

5ßm und On 
wie durch deren relative Lage gegeneinander, also durch 
die Art der Verteilung 



der Strahlen gi auf die Pri- 
raärscharen Sg des Punkt- 
systemes $m* 



der Punkte pi auf die Primär- 
flächen Fp des Geradensy- 
stemes Qnj 

Hierbei kommen für ein heterogenes Elementepaar 

pi und gt 
folgende fünf verschiedene Lagenbeziehungen in betracht. 

Eberbard, Geometrie. 19 
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1) Es gehört weder pi in Gn zu einer von gt mitbegrenzten 
Primärfläche JP^^ noch gi in ^ß^ zu einer von pi mitbegrenzten Pri- 
märschar Sp.] 

2) es gehört pi zwar zu einer Fläche J^^, dagegen gk zu keiner 
Schar Sp^ ; 

3) es gehört pi zwar zu keiner Fläche Fgj^j wohl aber gk zu 
einer Schar 8p^] 

" 4) es gehört sowohl pi zu einer Fläche Fg^ als auch gt zu 
einer Schar Sp.] 

5) es befinden sich pi und ^^^ in vereinigter oder singulärer Lage. 
Fixiert man in den beiden reciproken Elementen, 



in der Punktreihe ?ß^^ einen 
Punkt p, 



in dem Strahlenbüschel Sp^ einen 
Strahl g, 



so kann man die vier Fälle allgemeiner Lage derselben auch so 
kennzeichnen: 

1) Jede der beiden Strahlenscharen p\i pi und pjg pi bezw. Punkt- 
flächen g\igk und g\2gk enthält mindestens ein Element g^ bezw. p^-^ 

2) eine der beiden Scharen p\^ pi und )){2 pi enthält keine Gerade 
gh, dagegen jede der beiden Flächen g\i gk und g\2gk mindestens einen 
Punkt pk] 

3) eine der beiden Flächen g\igk und /^'^ (/it ' enthält einen Punkt 
pk, dagegen jede der beiden Scharen p\i pi und ))|2 p» mindestens 
eine Gerade gk] 

4) eine der beiden Scharen p\i pi und p]^ pi enthält keine 
Gerade gk , desgleichen eine der beiden Flächen ^j^ gk und gl^ gk 
keinen Punkt pk, 

Gemäfs diesem Zusammenhange kann eine den selbständigen 
Charakter der Gebilde 

^m und Gn 

nicht ändernde stetige Bewegung des Gesamtsystemes 2m, n eüi Paar 
diskreter Elemente 

pi und gk 

nur dann direkt, d. h. ohne vorherigen Eintritt einer analogen Sin- 
gularität in vereinigte Lage bringen, wenn dieselben der vierten 
obigen Bedingung genügen, wenn also ein jedes von ihnen einem 
durch das andere mitbegrenzten Primärbereich angehört. 

Es sollen diese ausgezeichneten Paare dualer Elemente 
als Stammdupel des gemischten Grundgebildes Zl„i^n be- 
zeichnet werden. 






L 
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Da ferner eine kontinuierliche Variation des letzteren solche 
Fundamentaltripel von ^m und Gn , welche in ihren Primärbereichen 
ein oder mehrere heterogene Elemente enthalten, erst zur Inversion 
gelangen läfst, nachdem jedes der letzteren mindestens ein Grenz- 
element des Fundamentaltripels passiert hat, wird man zusammen- 
fassend den Satz formulieren: 

Der Charakter eines gemischten Grundgebildes £m^n bleibt bei 
stetigen Bewegungen seiner Elemente stets so lange und nur so 
lange ungeändert, als sowohl das System seiner reinen (strahlen- 
und punktefreien) primären Punkte- und Geradentripel der zusammen- 
setzenden Bestandteile ^m und Gn wie die Gruppe der diese verbin- 
denden Stammdupel pi\gk ihren Bestand bewahrt. 

Man hat hiernach in dem gemischten Systeme drei Arten funda- 
mentaler Bestimmungsstücke zu unterscheiden: 

1) das primäre Punktetripel, 2) das primäre Geradentripel, 

3) das Stammdupel. 

Die Gesamtzahl dieser ist auch hier durch die Anzahl m -{- n 
der Elemente in gewisser Weise, nämlich nach unten hin begrenzt. 
Zunächst erkennt man, dafs bei irgend einer Zerlegung des Systemes 
2Jm,n in zwei sich ausschliefsende analoge Gebilde 

2 und yj 

diese durch mindestens drei Stammgebilde verbunden sind. Denn 
vervollständigt man die Partialsysteme 

V 

durch die Yerbindungsgeraden ihrer Punkte und die Durchschnitts- 
punkte ihrer Geraden 

I p/, |); I und {gl, gjt') bezw. | p/', p*" | und ((//', g,") 

und berücksichtigt, dafs bei stetigen Variationen des einen als starr 
gedachten Gebildes ^m^^nt und gleichzeitiger Ruhe des anderen -^J^^n, 
sowohl die Incidenz eines Punktes p/ oder p/' in eine Gerade 
I pA "> Pt' I oder j pk, pi' I , als auch die Kreuzung einer Geraden g/ 
oder g/' mit einem Durchschnitt (gt', gl') oder {g^, gl), wie end- 
lich die Coincidenz eines Punktes pl oder pl* mit einer Geraden gk' 
oder gk und nur durch eines dieser Vorkommnisse stets eine charak- 
teristische Änderung von Sm,n erzeugt wird, kann auf ähnliche Weise 

19* 



.^ «, « -— Pl 7 Pa > • • • > P»*i 7 ^1 > 9t y ' ' '7 9ni} 
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wie in § 7 durch passende Parallelverschiebungen und Rotationen 
von Um^.Hi das successive und unabhängige Eintreten von mindestens 
drei der bezeichneten Singularitäten bewirkt werden. 

Die Anwendung dieses Gedankenganges einerseits auf die ein- 
zelnen Elemente 

pi und gu 

andrerseits auf die getrennten Gebilde 

$;„ und Gn 

ergiebt, dafs das einzelne Element mindestens drei Stammgebildeu 
angehört; und dafs zwischen den reciproken Grundgebilden mindestens 
drei sie verbindende Stammdupel existieren. Indem daher die An- 
zahlen der in Um^n vorhandenen primären Punktetripel, Geradentripel 
und Stammdupel bezeichnet werden durch resp. 

resultieren die Relationen: 

1. 3a?8 + Syg + 20.^>3{m + n) , 

2. z^^S, 

und hieraus die weitere: 

3. ^8 + J/a + ^2 5 w + « -f 1. 

Falls überhaupt nur Stammdupel vorhanden, erhält man die 
Bedingung: 

Die bisherige Darstellung nimmt lediglich auf den projektiven 
Charakter des gemischten Systemes Um^n Rücksicht. Durch die Wahl 
eines Punktes p^ von ^m zum Grenzpole tritt auch die Lage des 
Gebildes zur unendlich fernen Geraden jjTqq in Evidenz. In diesem 
engeren Sinne ist dann der Charakter von JSm,n definiert durch den 
Verein der eindeutig bestimmten Charakteristiken 

1- ciPiy Pkj pi), 2. c{gi, gkj gi), 3. c(pij gk), 
wo die Charakteristik eines reciproken Paares 

pi und gt 

entsprechend der durch den Grenzpol auf gjt fixierten positiven und 
negativen Bewegungsrichtungen gegeben ist durch 

KPiy 5^*) = + 1 oder c{pf, ^*) = — 1 , 
je nachdem pi zur Linken oder zur Rechten von' g^ gelegen ist, 



§ 16. Gemischte Onmdgebilde. 293 

wahrend die vereinigte Lage beider Elemente aasgedrückt wird 
durch die Beziehung 

Speziell ist daher die Charakteristik eines Dupels |)| , gt bei allge- 
meiner Lage stets H" ^i ^^^ singulärer 0. 

Hiermit ist die erste der aufgestellten drei Hauptfragen im 
wesentlichen erledigt. 

Was die an zweiter Stelle geforderte Angabe eines Indexsystemes 
für 2^m,» anlangt; bestehen zuvörderst nach wie vor die Partialschemata: 

D '«^(Pl) =-= Vi'y P$} '"1 Pmy 1) 'J{9l) = 9if ffzf "7 9ny 

'^(P«) = Pr» Ps"; "'9 Pm, t ' J(?2) = 9i\ 9z\ "y 9* 






'J{Pm) = W''*^ P3^"\ . . , P-^"^ ; i 'Ji9n) = ^2^">, ^3^"\ • • • ; 5^^ 



nH 



Es wird sich darum handeln, in dieses kombinierte Schema noch 
die Lagenbeziehungen der reziproken Gebilde $„ und Gn zu einander 
aufzunehmen. 

Eine Gerade gt ist Innen- ! Ein Punkt pi ist Innenpunkt 



strahl einer bestimmten Primär- 
schar Sfff von $m und ist als 
solcher ausgezeichnet durch die 



einer bestimmten Primärfläche 
Fpf von On und ist als solcher 
ausgezeichnet durch die Aufein- 



Aufeinanderfolge der diese be- anderfolge der diese begrenzenden 
grenzenden Ecken^ welche gemäfs Seiten^ welche gemäfs den beiden 
den beiden Möglichkeiten Möglichkeiten 

<9i>W,) = +^^^^c{gi,(\i;^) 1 " c(p.',^.v;) — hlundc(p.',g,;)=— 1 

sich als positiver und negativer Zug sich als positiver und negativer Zug 

PiV,P'V;--vP.*i*)undqv^9Vj--->q/4 I 9'\'7 9u'y-'y9%^^^ ff»V* 2rV; • • •> «<4 

Aj -f- A2 ^ fJj 4, O, • • • ; W 

zu beiden Seiten der Geraden an- | zu beiden Seiten des Punktes an- 
ordnen, i ordnen. 

Im Falle eines allgemeinen Systemes Sm,n dient daher zur ein- 
deutigen Definition des Index 



*) Die Bezeichnungsweise der Grenzecken von S bezw. der Grenzeeiten 
von F^ ist 80 gewählt, dafs ein die Strecke 

P,-, Pi^' bezw. (g.^, ^.^0^ — iUi.'y 9i^') 

abschreitender Beobachter den Pol p^ zur Linken liegen hat. 
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einer Geraden gi in bezug auf die 
Punktgruppe ^^ 

die symbolische Gleichung: 

Enthält im besonderen die Punkt- 
reihe gi Punkte von ^ß^ und zwar 
in der positiven Folge 



eines Punktes pi in bezug auf 
den Geradenkomplex 6r» 

Enthält im besonderen das Strah- 
lenbüschel pi Geraden von Gn 
und zwar in der positiven Folge 



so sind dieselben zum Unterschied von den übrigen Elementen des 
Index eingeklammert in diesen einzureihen. Dabei bestimmen sich 
die Stellungen der einzelnen Elemente 



durch die Eckenfolgen der beiden 
Primärvielecke 



durch die Seitenfolgen der beiden 
Primärflächen 

^»a ' ^«a+l » • • • » ''a » * A-j-l 1 • • • » ffi^y 



% ' K+1 • • • • ' "■•». 

und 


und 


^a'^'H-i' ••■•"'';' 


K ' K+i ♦ • • • ' ^'b 


''•a. ' '''•«.+1 ••••'»*• IfÄ+l . • • • . % 


K, ' ^'a.+l ' • • • ' ^A » »"ä+Ii • • • » ^il^ 


des partiellen Systemes 




P'V. •••> P'i,> <1>V> •••; f|.-4»^*>''^A+i; 


9h'} • • M fl'.ij, ff»V, . . ., Qi'x^j n^ ^H-i- 



Wenn beispielsweise der Punkt pi als Durchschnitt zweier Ge- 
raden g^ , g^ rücksichtlich der übrigen Elemente von Gn einer Primär- 
fläche mit den sechs in positivem Sinne aufeinanderfolgenden Seiten 
angehört 

9l7 927 ffSf 9a> 95y 961 

von denen die beiden Paare 

9i>94, und g^,g^ 
getroffen werden von resp. 

9i und öTg, 
— auf die Lage des Grenzpoles p, kommt es hierbei nicht weiter 
an — so stellt sich der Index 'J{pi) in der Form dar: 

'J(Pd =- (9i)7 9u 9iy (9s)i 921 9$, 9ai i9i)i 9^i 9^7 {9^)i 96i 9%i 9ii {9i)' 

Unter Beschränkung auf ein allgemeines gemischtes System £m,n 
hat man hiernach zur Repräsentation seines Indexsystemes neben 
den beiden reinen Schematen I und I noch die gemischten: 
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(i = 1 , 2, . . . , 7^) , (i = 1 , 2, . . . , m). 

Die angegebenen vier Schemata sind nicht unabhängig von ein- 
ander. Es gilt vielmehr der Satz: 

Der Charakter eines gemischten Gebildes ist bereits 
durch seine beiden Hauptschematä und ein gemischtes voll- 
kommen und unzweideutig definiert. 

Die Annahme der drei Systeme I; I und I^ — es genügt, diesen 
Fall zu betrachten — führt zufolge der beiden ersteren auf die 
Charakteristiken : 

c{9i, 9k, r^/) = + 1 und c(p,-, )fk, PO = ± 1 ; 
während der Index 

'J{9i) = K' y P'V y •"} P% I flV y QV ? • • m fl.'i. 

gemäfs seiner Form die anderen bedingt: 

K^ö K) = + 1 "^<i <9iy K) = — 1- 
Kombiniert man je zwei derselben 

(Ä <l) Qc<T) 

mit den bereits bekannten 

a) c(pky pi, ph) = + 1, I a) c(qA., q,, p,) = + 1, 

t>) <Pk, pi, Pa) = - 1 , I b) c(q,., q^ pu) = 1, 

(es gehört p^ nicht zu den Ecken der Primärschar Sg.) 

so erhält man: 

la) c(gi, p„) = + 1, 1 2a) c(fir,-, pu) — + 1, 
Ib) c{9iy pk) = ~ 1; 2b) c(gi, Ph) 1. 

Durch die gegebenen drei Schemata ist also die Lage jeder 
Geraden ^,- zu jedem Punkte pk oder die Lage des Systemes G„ zu 
dem anderen ^m vollkommen bestimmt. 

Um jetzt, was nach dieser Folgerung notwendig ausführbar ist, 
den unbekannten Index eines Punktes pi in bezug auf das Gebilde 
Gn abzuleiten, suche man zunächst denjenigen des Grenzpoles p^ zu 
ermitteln. Hierzu vergleiche man den Index 

'J{9oo) =9i, 9k y 9i 
mit den drei anderen 

'J{9i)y 'J{9k)y 'J(9l)' 



296 Erster Abschnitt. 

Aus den Formen letzterer läfst sich auf Grund der Ausführungen 
des vorigen Paragraphen zunächst die Fläche des Grenzpoles fest- 
stellen. Dieselbe sei der einfacheren Vorstellung halber gefunden 
in dem endlichen Dreiseit 

^{9i7 9k y 9l)' 

Wenn dieses eine Primärfläche von Gn darstellt, wird der gesuchte 
Index gegeben durch: 

'J{h)'^9i7 9h 9k. 
Im gegenteiligen Falle müssen zwei Indices des Geradentripels 

'^(.9i) = 9k) • • •; 9if • • -> 9oo und 'J{gk) =9i7 • • •; 9it • • -t 9<x> 
zwischen den Elementepaaren 

gkf 9i und ^,, gi 

mindestens ein und dasselbe Element gm aufweisen. Je nachdem 
dann der Index besteht 

'J{9u) =9i) ••-} 9k) •' '9 goo oder 'J{gm) "^ 9k) . . ., 9%) • • ., ^oo 
hat man für p^ den vorläufigen Index anzusetzen: 

'«^(Pi) =5^^ 9m) 9k oder 'J(pJ — ^r,., ^r,, ^4, g^. 
Falls in dem allgemeineren zweiten Falle die vier Geraden 

gi) gk) gi) 9m 

keine Primärfläche von Gn einschliefsen, was nach § 4 aus dem 
Schema I leicht zu ersehen ist^ müssen in zwei zugehörigen Indices 

'J(9i)=9mf . ^') 9ly . . ., fl^OO ^»^ '«^(^0 = 9i 9 - • ' ) 9k y - - - ) 9oO) 

2) 'J{9i)'=^9mj • . ., 9i, . . ., 9oo ^^^ 'J{9k) '^9h • • -, gm, ' . ., 9(x> 
die Elementepaare 

1) 9fn) gi und gi, gi 2) flf«, flf, und gi, gn, 

durch ein und dasselbe fünfte Element gr getrennt sein. Entsprechend 
den alsdann möglichen 2.2 Annahmen 

1 a) 'J^gr) = gi , gt, goo 1 b) 'J{gr) « gi , gi , goo 

bezw. 

2 a) 'J{gr) = gi , gjtygoo 2 b) 'J(gr) = gk , gi , 5^00 

resultiert der vorläufige Index: 

la) 'J(pi) — 5r,., gr, gi, gt, gm, Ib) 'J{pi)=gij gi, Qr, 

2a) 'J(}),) — gr,., gr, gjt, gm, 2b) 'J(pi)=gij gi, gt, gr. 

ludem man diese Schlufsweise weit genug fortsetzt, findet man end- 
gültig die Form: 

'^(Pi) '='9i} • • ') 9t) 9») 9r) gi) gk) gm- 
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Behufs des Überganges Yon diesem zu dem Index eines beliebigen 
Punktes pt dient die Gegenüberstellung der bereits bekannten Cha- 
rakteristiken 

c{Pi>ßh) und c{pi,gH) 

Es liefern nämlich alle entgegengesetzten Paare die sämtlichen 
Geraden Qiy g%i * • -f giy welche die beiden Punkte von einander 
trennen, d. h. ihre endliche Verbindungsstrecke schneiden. Eine der- 
selben, etwa g^ , mufs Seite der Primärfläche i^())i) und folglich auch 
einer anliegenden zweiten F((\^ sein, deren Seitenfolge oder Index 
'J{(\^ nach § 4 aus dem Schema unschwer abgelesen wird. Da die 

Strecke p^ q^ durch die einzige Gerade gy^ , die andere p^ pi 

durch alle A Geraden g^ getroffen wird^ kann die Strecke qi pi 

als dritte Seite einer Dreiecksfläche nur noch von den A — 1 Geraden 
geschnitten werden 

9%j ffsf • • -7 9i' 

Unter diesen mufs wiederum eine, etwa die Gerade g^^ gemeinsame 
Seite der Primärfläche F(fl^) und einer zweiten F^q^) sein. Da als- 
dann die Strecke q^ q^ von der einzigen Geraden g^ , die andere 

C{2 pi aufser von dieser noch von k — 2 Geraden gh geschnitten 

wird, begegnen der dritten Strecke q^ pt nur noch die letzteren 

93 y 9i7 *• •> 9X' 

Man gelangt so aus der Primärfläche F(pj) zu einer Reihe sich paar- 
weise in je einer Geraden 

9if 9i} ' "i 9x 
seitenden Primärflächen 

F(q,), i^(q,), ..., F{q,). 

Weil aber die Strecke q;i pi von keiner Geraden gk geschnitten 

wird, ist die letzte Fläche der Reihe mit F{pi) identisch, und weil 
ihre Seitenfolge aus dem Schema I bekannt, ist hiermit der Index 
des Punktes pi bestimmt. 

Engere Abhängigkeiten, ähnlich den durch das Theorem (6) be- 
züglich der reinen Schemata I und I ausgesprochenen, existieren inner- 
halb der gemischten I^ und I^ nicht. — Denn wenn bei stetiger 
Bewegung des Systemes jSm^n ohne vorherige Inversion eines Funda- 
mentaltripels 

9i} 9kj 9i oder p.-, p», pi 

ein erstes Paar reziproker Elemente 
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9i nnd p* 
mittelst gegenseitigen Durchganges seine allgemeine Lage wechselt^ 



wenn also die Gerade gi aus 
ihrem ursprünglichen Primärbe- 
reich Sg. von 5ßm in einen be- 
nachbarten übertritt, 



wenn also der Punkt pk ^us sei- 
ner ursprünglichen Primärfläche 
Fpj^ von Gn in eine Seitenfläche 
übergeht, 



ändern sich in den gemischten Schematen einzig und allein die 

Indices 

'J{g,) und 'J(p,). 

Man schliefst hieraus zugleich das umkehrbare Kriterium: 
Weisen in den gemischten Schematen zwei Indices 

'/(^,) und 'J(pO 

resp. die Elemente auf 

pk und giy 

so bestimmen letztere allemal ein Stammdupel. 

Weit umständlicher gestaltet sich die Entscheidung darüber, ob 
ein nach den Hauptschematen I und I sich als primär darstellendes 
Tripel 

9i, 9k j 9i oder p,-, pk, pi 

auch Fundamentaltripel des kombinierten Systemes IJm^n ist. Man 
hat zu dem Ende die drei Charakteristiken festzustellen 

K^w Po)y c{9k, Po)> c(9h Po) ^ezw. c{pi, go), c(pt, ^o), c(pi, g^, 
welche einem im Bereiche des Tripels fingierten reziproken Elemente 
zukommen, und darauf mit dieser die den einzelnen Elementen von 

5ß,n bezw. Gn 
zugeordneten entsprechenden Zeichenfolgen successive zu vergleichen. 
Nur wenn sich letztere durchgängig als von jener verschieden er- 
weisen, ist das Tripel ein primäres. 

Die Beantwortung der dritten und letzten Hauptfrage nach der 
Bestimmbarkeit des gemischten Systemes aus seinen einfachsten 
Stammformen, bei den einartigen Grundgebilden bereits schwierig, 
gestaltet sich infolge der verwickelten Bedingungen der primären 
Elementetripel zu einer Aufgabe, deren allgemeine Losung bei der 
relativen Bedeutungslosigkeit des zusammengesetzten Gebildes über 
das hier verfolgte Ziel hinausgeht. 

Ein besonderes Interesse bieten noch diejenigen Systeme 27,„,n> 
deren Charakter ausschliefslich von der gegenseitigen Lage ihrer 
Bestandteile 5ß,„ und 6f„ abhängt. Hierzu ist es notwendig und 
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hinreichend; dafs das betrachtete System weder ein primäres Punkt- 
noch ein primäres GeradeDtripel enthält^ dafs also seine sämt- 
lichen Stammformen durch Stammdnpel dargestellt werden« 
Da nach dieser Grundhypothese jedes Primärdreiseit von Gn 

m 

mindestens einen Punkt von $m; und jedes Primärdreieck von ^m 
mindestens eine Gerade von Gn enthält, da ferner nach der Definition 
eines Primärbereiches in dem einen wie in dem anderen Gebilde 
keine zwei sich in einem analogen dritten Bereich überdecken, resul- 
tieren , wenn die Anzahlen der primären Dreiseite und Dreiecke in 
Gn und ^m niit resp. x^ und ^3 bezeichnet werden, die Beziehungen: 

1) 0^3 < w und ya < w. 

Es gelten aber nach einem bekannten Satze auch die anderen: 

2) iC3 > w und j/g > m. 

In Verbindung mit ersteren ergeben dieselben die dritten: 

3) a?3^m^y3 und ys^^<J^zy 
also folgt schliefslich : 

4) iCj = ^3 «: m = w. 
Man erhält mithin den Satz: 

Wenn in einem gemischten Systeme 2Jm,n weder primäre Punkte- 
noch Geradentripel vorkommen, besteht dasselbe aus ebenso vielen 
Geraden als Punkten, und zwar liegt jede Gerade in dem Bereiche 
eines Primärdreiecks, jeder Punkt im Innern eines Primärdreiseits. 

Eine sich unmittelbar darbietende weitere Eigenschaft jedes 
solchen Systemes besteht darin, dafs alle Paare reziproker Elemente 

gi und pk , 
welche den resp. Indices angehören 

'J(pk) und 'J(g^) , 

ebenso viele Stammdupel bestimmen. 

Denn gehört pk zu der Primärschar 8g. von $ßm , während gi nicht 
zugleich Seite der Primärfläche Fp^ von Gn ist, so müssen in letzt- 
genanntem Gebilde zwei Geraden existieren 

gh, und ^Ä, , 

welche den Punkt pk von der Geraden gt trennen. Diese Bedingung 
zerfällt in die beiden anderen, dafs einerseits eines der durch die 
drei Geraden begrenzten vier Dreiseite ganz dem Gebiete der Primär- 
schar Sg. angehört, andrerseits der Punkt pk in derjenigen Scheitel- 
fläche des ersteren enthalten ist, welche der Seite gi gegenüberliegt 
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Nun stellt entweder das fragliche Dreiseit A{gi, gi^j gj»^ selbst oder 
eine der es zusammensetzenden Primärflächen von Gn ein Primärdrei- 
seit dar. Es folgt dies aus der Thatsache, dafs ein Dreiseit durch 
eine vierte Gerade entweder überhaupt nicht oder wieder in ein Drei- 
und ein Yierseit zerschnitten wird, und es mithin genügt, von den 
drei Geraden gi^ gh^, gh^ aus durch die successive Einführung der 
n — 3 übrigen zu dem Gebilde On fortzuschreiten, um die Richtig* 
keit der Behauptung einzusehen. 

Nach der Gnindhypothese über das System Sm,m enthält aber 
jedes Primärdreiseit von Gn einen Punkt von ^m- Ein solcher liegt 
deshalb in dem einen wie in dem anderen Falle notwendig auch 
innerhalb des Dreiseites A(9«', gh^i gn^- Dieser SchluTs widerspricht 
aber der Annahme, dafs letzteres ganz in dem Gebiete der Primär- 
schar Sg^ liegt, bezw. der gleichwertigen, dafs gi nicht Grenzseite 
der Primärfläche F^^^ einer Ecke p« des Primärvielecks Sg. ist. 

Man hat hiernach stets die coexistierenden Indices 

'J{9^ = ^i ; V* , ^ und ' J(})/) ^giy guj gi, 

und es bildet jede Gerade und jeder Punkt mit den Punkten und 
Geraden ihrer Indices je drei Stammdupel. 



Berichtigungen. 

pag. 6. Z. 10 y. ii: 

+ 5f., - S,; + S,, ^ 5,; + Äp - ^r 
pag. 12. Z. 4 7. u: Indem man dann unter den n — k Punkten 

nach Ansschlufs aller etwaigen Durchschnitte zweier Verbindungsgeraden der 
Gruppe $^ einen restierenden Punkt t>k^t ^^^ adjungiert, darauf nach Ausschei- 
dung jedes etwaigen Durchschnittes eines Sekantenpaares der so entstandenen 
Gruppe $jt+i ^^^^^ °^^h übrigen Punkt ^^^+2 ^^^ letzterer vereinigt und diese 
Bestimmungsweise bis zur Absorption aller Punkte von $^ fortsetzt, wird man 
wieder zu einem Fundamentalsysteme gelangen. 

pag. 15. Z. 2 V. u: 

r 

(n — 1 -{- r — ^' m.). Wjl m^l . . . «i^l 

t=»i 

pag. 82. Z. 18 y. o.: Für die Worte „yon Zeichenwechseln statthaft** sind 
die anderen „negativer Vorzeichen yorhanden** zu setzen. Betreffs Ableitung 
der Zeichenregel ygl. die Anmerkung zu pag. 127 f. 

pag. 42. Zwischen den Zeilen 7 und 8 y. b. einzuschalten: 

c(Pi, p;_j.i, Pi^i) = + 1. 

pag. 47. Auf Zeile 18 y. u. sind die Drehungsrichtungen der Indices um- 
zukehren. Ein wesentlicher Unterschied zwischen diesem dritten und dem zwei- 
ten Schema findet nicht statt. 

pag. 64. Z. 23 y. o.: 



Äj. = 1 , 2 , ...» w — m — ßi.^1' 

pag. 97. Z. 12 y. u.: Statt des Schlufssatzes „folgt aber die Richtigkeit der 
aufgestellten Behauptung*' der andere: „folgt die Identität des obigen Schemas 
mit dem gesamten Punktsysteme**. 

pag. 108. Z. 10 y. u.: 

^ I Pi» p4? P« I Pi » Pfl» p5.Pi» P»; Poo I Pi t P» , P3 . 

Hierbei ist das positiy konvexe Viereck 

Ps» P4» P6» P6 

zur Linken der Geraden p^ p^ angenommen. 
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pag. 126. Z. 14 V. u.: 

Pia» Pi^ ^-5 ^^1» Pi^ h'^ Pi^ Pfc^ Pr Pk^ Pr Pm'^ Pn Pm^ Pi' 

pag. 180. Z. 12 V. u.: 

„Denn dadurch, dafs in einem yon dem singulären unendlich wenig ver- 
schiedenen allgemeinen Systeme ...**. 

pag. 180. 

§ 11. Die Inäquivalenz äquivalenter aber allothetischer 
Punktgruppen in den Systemen ihrer Fundamentaltripel. Erwei- 
terte geometrisch deutige Indexsysteme und ihre Elementartrans^ 
formationen in einander. 

pag. 188. Z. 4 y. o.: 

pag. 198. Z. 14 V. u.: Der Satz gilt nur unter der EinschrSjukung, dafs das 
zweite von ^p p^^, pi verschiedene Fundamentaltripel höchstens zwei Elemente 

der zur Inversion gelangenden Tripel aufweist. 

pag. 199. Die betreffs der Elementengruppe 

Piy Pk^ Pp Pm' 

unterschiedenen drei Schemata entsprechen den Annahmen eine» Punktes p^^, 
in resp. den durch die drei anderen bestimmten Flächen 

1- Pi I Po Pkl-^ (Po Pk^ ^)» 2. Pj, I Pp M - A (Pi, pj^, Pt), 

8- A (p., p^, Pi), 

Das vierte durch die Wahl des Punktes p^^, in dem Gebiete p,- 1 p^i pj — A 
bedingte Schema 

*• ^^iPi) = Pk^ Pn Pm'^ yiPk) ^ Po Po Pm'^ '"^(Pl) "= Po Pm'y Pk^ 
a) ^^(Pm') =- Po Po Pk^ ^) '^iPm') == Po Pk^ Pl 

fällt im Wesentlichen mit (1) zusammen und konnte deshalb übergangen werden. 
In der Tbat stehen den im ersten Falle positiv elliptischen Punktefolgen 

Po Pk* Po Pm ^^^ Po Po Pk* P 
im Falle (4a) die negativ elliptischen gegenüber; 

Po Pk^ Piy Pm ^°^ Po Po Pk^ P 

pag. 206. Z. 18 V. u.: „von den Fundamentaltripeln des Elementes p^ höch- 
stens je ein Element enthalten, dieselben also völlig unberührt lassen.** 
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